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ESIPUHE

Kdsillda olevan monisteen tarkoituksena on esitelld optimointiopin sovelta-
mista vesivarojen suunnitteluun. Suomenkielelld on toistaiseksi julkaistu
alalta ainoastaan muutamia tutkimuksia, jotka keskittyvit vesi- ja viemiri-
laitosten suunnitteluun. Sentdhden on katsottu tarpeelliseksi esittdd yleis-
katsaus niistd ratkaisumenetelmistd, joita matemaattisella optimoinnilla on
vesi-insinddrille tarjottavana. Esitys rajoittun perusteisiin, jolloin luki-
jalta ei edellytetd pitkdlle menevii opintoja matematiikassa. Samalla kui-
tenkin eri menetelmien periaatteet on pyritty esittdmadn niin yleisesti,

ettd lukija voi halutessaan syventdd tietojaan alan erittdin runsaan ulkomaisen

kirjallisuuden avulla.

Eri menetelmien soveltamista kdytinndén tehtdvien ratkaisuun on valaistu
esimerkeilld. Kdaytetyt esimerkit ovat yksinkertaistettuja, jotta eri mene-

telmien olennaisimmat piirteet tulisivat selvisti esiin.

Virike monisteen laatimiseen syntyi vesitalouden oppituolissa kevaslla 1974
aloitetun Siuntionjoen vesistétutkimuksen ohjelman suunnittelun yhteydessai.
Lopullisen muotonsa esitys on saanut lukuisten vesivarojen suunnittelusta
kidytyjen keskustelujen ja monisteesta laadittujen luonnosten jidlkeen.

Pddvastuun monisteen laadinnasta on kantanut tekn. lis. Matti Heikkili.

Vesitalouden assistentit dipl.ins. Erkki Tuononen ja dipl.ins. Pertti
Vakkilainen ovat selvittdneet vesivarojen suunnittelua ja siinid esiintyvii
ongelmia sekd osallistuneet esimerkkien laadintaan. Vesitalouden professori
Jussi Hooli on kédsikirjoitukseen tutustuttuaan tehnyt siihen hyé&dyllisid muutos-

ehdotuksia.

Merkonomi Kristiina Rousu on suorittanut puhtaaksikirjoituksen ja yo Jussi

Pesola on puhtaaksipiirtdnyt monisteen kuvat.

Maa- ja Vesitekniikan Tuki on taloudellisesti avustanut tutkimuksen suoritta-

mista.
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1. Vesivarojen kdytén suunnittelu

Tulvasuojelun, kastelun, vedenhankinnan ja vesiliikenteen jdrjestdminen
seki vesivoiman kdyttsdn ottaminen on johtanut laajoihin vesirakennus-
toihin, jotka muuttavat oleellisesti vesistdjen ominaisuuksia ja vesistdn
kdyttomahdollisuuksia. Ndiiden toimintojen vaatima vesivaroihin kohdis-
tuva suunnittelu on yleensi aiemmin ollut ongelma- ja tapauskohtaista.
On pyritty tyydyttimd&idn tdrkeimpédnd esiintyvi tarve kiinnittden vain
vihdistd huomiota muihin intresseihin. Vasta muutaman kymmenen vuo-
den aikana on harjoitettu systemaattista suunnittelua. T4&lldin pyritdidn
kokonaisuuden kannalta optimiratkaisuihin kartoittaen kaikki kidyttStarpeet
ja vesivarojen tarjoamat mahdollisuudet. Johtuen vesivarojen tdrkeistd
merkityksestd ja niiden hyviksikdytén vaatimista suurista perusinvestoin-
neista on valtiovalta usein ottanut pdidvastuun sekd suunnittelusta ettd

toteuttamisesta.

Tarkastelutahosta riippuen voidaan vesivarojen kdytén suunnittelu jakaa
eri tavoin osiin tai vaiheisiin. Erdini piddjakona voidaan pitdd jakoa
rakentamisen ja kaytdén suunnitteluun. Edellisessd on kysymys raken-
tamisen sijoituksesta, mitoituksesta ja ajoituksesta ja jdlkimmdiisessd

kyseeseen tulevien toimintojen siddostd valitulla aikaperiodilla.

Pitien erottelukriteerini sitd tekijdd, johon suunnitelman toteutuksella
vilittomaisti vaikutetaan, voidaan suunnittelu jakaa toisaalta suoraan
vesivaroihin ja toisaalta niiden k&ytté6n kohdistuvaan suunnitteluun.
Edellisen tavoitteena on vesivarojen, pinta- ja pohjavesien, médrdn,
laadun ja korkeuden muuttaminen paremmin vesistén ja maankdyttodn

soveltuviksi.

Kiyttomuotosuunnittelun kohteena on vesistén kaytto, vesiston eri kaytto-
muodot. Vesistén kiyttomuodot jaotellaan tavallisimmin seuraavasti:
vedenhankinta (kastelu ml.), jidtevesien johtaminen, vesivoimatalous,
tulvasuojelu, vesiliikenne, uitto, kalatalous, vesien virkistyskaytto,

erityiskiytté (luonnonsuojelu yms.). Ndméi vesivaroihin kohdistuvat



toiminnat on esitetty kuvassa 1.1.

Mainitut suunnittelutehtidvit eividt ole toisistaan erillisii, vaan ne tulee
usein suorittaa rinnan. On huomattava, ettd vesivarojen kaytté ja
tuleva kiyttotarve miidriiviat suurelta osalta vesivarasuunnittelun tavoit-

teet ja rajoitukset.

Vesivarojen kdytén suunnittelu voidaan jakaa seuraaviin tasoihin:
kokonais-, yleis-, hanke- ja rakennussuunnittelu. Kokonaissuunnittelu
on luonteeltaan inventoivaa. Siind selvitetddn suunnittelualueen vesiin
kohdistuvat kidyttstarpeet, niiden ajallinen kehitys, vesivarojen m&&ri

ja kiyttskelpoisuus ja arvioitujen taloudellisten resurssien puitteissa
miiritetddn pitkdn tihtiimen suuntaviivat vesivarojen kédyton kehittdmi-
seki. Kokonaissuunnittelu on tdlldin liheisessid yhteydessd muuhun
yhteiskuntasuunnitteluun. Suunnittelutehtivdn luonteesta johtuen suun-
nittelualueet ovat varsin laajoja ja mdiddrdytyvit vesistoalueiden ja talous-

alueiden perusteella.

Kokonaissuunnittelun erddni tidrkeidni tehtdvinid on midritelld ja priori-
soida alueen yleissuunnittelukohteet. Yleissuunnittelu on luonteeltaan
ongelmakeskeistd ts. t&dllsin tehdddn selvitys mahdollisuuksista todetun
ja rajatun epidkohdan poistamiseksi. Kyseeseen tulee joko jonkin. vesis-
tén kiayttomuodon sijoitus ja mitoitus tai jonkin vesivarahankkeen (sddn-
nostely, jiarjestely, kunnostus) vaihtoehtojen selvitys. Kun ajatellaan
suunnittelua jatkuvana prosessina, voidaan kokonaissuunnittelun

tehtdvand pitdd suunnittelualueen yleissuunnitelmien yhteenso-

vittamista.

Hankesuunnittelutasolla suoritetaan lopullisen toteuttamistavan valinta

ja selvitetddn yksityiskohtaisesti hankkeesta johtuvat positiiviset ja
negatiiviset vaikutukset ja hankkeen kannattavuus. Suunnitelman tulee
olla niin yksityiskohtainen, etti hankkeen oikeudellinen kisittely voidaan

suorittaa sen pohjalta.

Yksityiskohtainen rakennussuunnittelu on jidrkevdd suorittaa vasta, kun
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hankkeen toteuttamiseen on pddtetty ryhtyd. Rakennussuunnitelma

on ldhinnd tekninen selvitys tehtdvisti rakenteista.

Kaikilla suunnittelutasoilla suunnittelu etenee periaatteessa seuraavien
vaiheiden kautta: tavoiteasettelu, suunnittelukriteerien mdidrittely,

vaihtoehtojen muodostus, vertailu ja valinta.

Kokonaissuunnittelutasolla tavoite on varsin yleisluonteinen; tehtivini
on yhteiskunnan hyvinvoinnin lisddminen. T&std johdetaan yksityis-

kohtaisempia suunnittelukriteereitd koskien esim. ympdristénsuojelua,
sosiaalista tasa-arvoisuutta, taloudellista kasvua ja suunnittelualueen

toiminnallisia ominaispiirteits.

Yhteiskunnan hyvinvoinnin lisddminen on sindnsd perimmadéisend tavoit-
teena myds alemmille suunnittelutasoille, mutta tavoitteet ovat tdllsin
edellisen suunnitteluvaiheen tuloksena jo tarkemmin madadritellyt ja
vastaavasti kidytettdvidt suunnittelukriteerit voidaan miéaaritelld yksityis-
kohtaisemmin. Muodostettujen ratkaisuvaihtoehtojen vertailu ja wvalinta
tulec suorittaa ensisijaisesti taloudclliselta pohjalta. T&lldin tulee
kuitenkin ottaa huomioon my&s ne vaikutukset, joille ei ole muodos-

tunut selvidi hintaa.

Vesivaroihin kohdistuvan hankkeen vilittémidnad tehtdvidnd on muuttaa
jotakin vesivarojen hysddyntidmiskelpoista tai haitallista ominaisuutta
haluttuun suuntaan. Ta&llaisina ominaisuuksina tulevat kyseeseen

ennen muuta seuraavat:

1. pinta- ja pohjavesien uusiutuva maéadri
kulkukelpoisuus

pinta- ja pohjavesien fyysiset ulottuvuudet ja sijainti
. veden laatu

vesivoima (potentiaalienergia)

o~ ok W

biologinen tuotanto

7. virkistyskadyttokelpoisuus



Suunnittelun tehtdvini on tillsin 16ytdd sellainen tekninen ratkaisutapa,
joka rakentamisesta ja hankkeen kéytSsti johtuvat taloudelliset ja muut
vaikutukset huomioonottaen on edullisin. Vaikeudet timin ratkaisun

18ytdmisessd johtuvat ldhinnid seuraavista seikoista:

1. taloudellisten ja ns. aineettomien vaikutusten arvioimiseen
liittyvdt vaikeudet

2. hydrologisen kierron tekijéiden ja muun luonnon toiminnan
puutteellinen tunteminen ja niiden stokastinen luonne

3. rakennustekniset ongelmat

4. suunnittelutekniset ongelmat

Suunnittelun kannalta tarkastellen on tilanne yleensi se, etti vesivarat
ja niiden ké&yttétarpeet huomioonottaen on kiytettivissi teknisessid suh-
teessa useita vaihtoehtoisia tai toisiaan tiydentdvii ratkaisumahdolli-
suuksia. Jo alustavan kustannustarkastelun jilkeen voidaan vaihtoehto-
jen m&ardd vdhentdd. FEdelleen ottamalla huomioon sosiaaliset, luonnon-

suojelulliset ym. tekijidt, pienenee mahdollisten ratkaisujen midri edelleen.
Tilannetta esittdi kuva 1.2.

1
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Kuva 1.2. Toteuttamismahdollisuuksien rajat vesivarojen k&ytdn
suunnittelussa.



Vaihtoehtoja muodostettaessa ja niiti arvioitaessa on huomattava, etta
teknisid perusvaihtoehtoja ei yleensi voida analyyttisesti johtaa tarpeista
ja resursseista, vaan siihen tarvitaan suunnittelijan ammattitaitoa.
Suunnittelukriteerit tdyttdvid ratkaisuja voi olla huomattava joukko, joista
tulisi 16ytdd paras. Erditd laskentatekniikkoja timin parhaan tai riitts-

vdn hyvédn ratkaisun l6ytdmiseksi kisitelldin jaljempédnd tdssid esityksesssi.

Vaikkakin jo nididen optimointimenetelmien vaatima laskentatys edellyttaa
usein tarkasteltavan tehtdvin yksinkertaistamista, niin epdilemitti suurem-
mat virhemahdollisuudet piilevit kuitenkin valinnan perustana olevissa
taloudellisissa arvioissa ja myo6skin luonnon toiminnan tuntemisessa.
Nédistd luonnon toiminta, tissi tapauksessa lihinna hydrologinen kierto

on siind méidrin sddnndénmukaista, ettdi se on luonnontieteiden esiintuo-
mien lainmukaisuuksien ja tilastomatematiikan tarjoamien menetelmien
avulla tyydyttdvisti hallittavissa olettaen, etti on kiytettdvissd riittidva
madrd ko. tapausta koskevia empiirisii havaintoja. Tilléin ei kuitenkaan
voida ldhted siitd, ettd tietyt tapahtumat sattuvat varmuudella, vaan
kysymys on tapahtumien todennikdisyysasteesta. Luonnon osalta vesi-
varahankkeen toteuttamiseen aiheutuu epivarmuutta myés geoteknisistad
tekijoistd. Maarakennustyst kuuluvat yleensid vilttiméattomini osana
rakennustdihin ja muodostavat niisti useinkin piiosan. T&llsin suunnit-
telijan kokemuksesta ja arvostelukyvystd riippuu oleellisesti se, ovatko
geotekniset tutkimukset niin suoritetut, etti tarvittavat rakentamistyot

voidaan tyydyttdvilld tarkkuudella etukidteen arvioida.

Tilanne on ongelmallisempi hankkeesta tavoiteltavien hyétyjen ja siitd
aiheutuvien vahinkojen arvioinnin suhteen. Alustavasti voidaan todeta,
ettd monet ndihin liittyvidt ongelmat eivit ole ratkaistavissa siinid mie-
lessd, ettd etukidteen voitaisiin sanoa suoritettujen arvioiden pitdvian
paikkansa jollakin tietylld varmuustasolla. T&mi johtuu mm. seuraavista
seikoista: Yksilén ja yhteiskunnan arvostukset eivit ole etukiteen luo-
tettavasti midréttidvissd, vaan ne muuttuvat ajan mukana. Tekniikka tuo

uusia vaihtoehtoisia ratkaisumahdollisuuksia. Taloudellisen kehityksen



kokonaisarvo, sen toiminnallinen suunta tai alueellinen painottuminen

muuttuvat eri tavoin kuin on oletettu.

Vesivarahankkeen taloudelliset vaikutukset voidaan jakaa kahteen pdi-
lohkoon: rakentamisesta ja hankkeen kdytostd johtuvat vaikutukset.
Vesivarahankkeet ovat usein suuria taloudellisia resursseja vaativia
yhteiskunnan toiminnan perusinvestointeja, joista investoinnit kattavat
hyédyt saadaan vasta kymmenien vuosien kuluessa. Talousalueelle,
jolla hanke toteutetaan, tuottaa jo rakentaminen usein merkittivasi
taloudellista hystyd ja samalla tdméi hanke mahdollisesti syrjayttdsd
jonkin vaihtoehtoisen muulla alueella suoritettavan rakentamistydn.
Toisaalta rakentamisesta aina seuraa jonkin luonnonvaran viheneminen

tai muuttuminen.

Hyo6ty hankkeen kiytéstdi muodostuu vesistén kiyttdmuotojen ja rannan
maankdytén kautta. Edelleen niistd seuraa positiivisiksi katsottavia
vaikutuksia muuhun taloudelliseen toimintaan. Lihes aina on tilanne
kuitenkin sellainen, ettd toteutettava hanke edistdi eraita kayttomuotoja,
mutta vaikuttaa haitallisesti erdisiin muihin, jolloin nimi on otettava

vahinkoina huomioon.

Vesivarojen kdytoén kokonaissuunnittelu ja erillisten laaja-alaisten vesi-
varoihin kohdistuvien hankkeiden suunnittelu tulisi suorittaa yhteiskunta-
taloudelliselta pohjalta. Toisin sanoen toteutusvaihtoehtojen edullisuus-
vertailussa ja toteutuksen kannattavuusarvioinnissa tulisi ottaa kaikki
positiiviset ja negatiiviset vaikutukset huomioon. T&méin selvittiminen
edellyttds, ettd tunnetaan ne tekijit, joista yhteiskunnan hyvinvointi muo-
dostuu ja kuinka ko. hanke néiihin tekijséihin vaikuttaa. ILisiksi on tiedettava,
kuinka hyvinvoinnan muutos, hyéty tai vahinko, on n#isti tunnetuista teki-

joistd laskettavissa.

Téllaisen yhteiskunnan hyvinvointifunktion konstruoiminen on kiytinndssi
tuottanut ylivoimaisia ongelmia johtuen sekid vaikeuksista muuttaa eri-

aikaiset vaikutukset samaan vertailuajankohtaan etti eriiden samanaikais-



ten vaikutusten heikosta keskindisestd vertailtavuudesta. Useille
hyvinvointiin vaikuttaville hysdykkeille on muodostunut ne keskenddn
vertailukelpoiseksi tekevd hinta, mutta esim. useat julkisten palve-
lusten hinnat méadridytyvit oleellisesti muuten kuin kysyntd-tarjonta-
suhteiden perusteella. Samoin fyysisen ympdristén ominaisuudet si-
ndnsid muodostavat sellaisen hyvinvointia mdidrddvin tekijdryhmén,

jonka merkityksen arvioiminen on varsin ongelmallista.

Sekid yleisessd koko yhteiskunnan hyvinvoinnin ja sen muutosten arvioin-
nissa ettd erillisten projektien edullisuusarvioinnissa voidaan kidyttdd
kahta pidldhestymistapaa. Ensinndkin voidaan luopua varsinaisen talou-
dellisen mittayksikén, rahan, kiytdstid vaikutusten mittaamiseen ja
arvioida suoraan havaittujen tai ennakoitujen ja mahdollisesti fyysisin
mitoin kvantifioitujen vaikutusten merkitys hyvinvoinnin lisddmisessd.
Toinen tapa on tukeutua liiketaloudellisiin ja kansantaloudellisiin arvoi-
hin ja ottaa aineettomat, rahassa vaikeasti arvioitavat, vaikutukset lisa-

nikokohtina huomioon. Jdlkimmdiinen on ko. tavoista kdytetympi menettelytapa.

Ajan kisittely tuo vaikutusten arviointiin merkittdvid ongelmia. Ei tie-
deti muuttuvatko vesistén kidyttdtarpeet oletetulla tavalla ja kuinka eri-
aikaiset vaikutukset muutetaan samaan vertailuajankohtaan. Edellisesti
johtuu, ettd vaikka ko. hanke teknisessd suhteessa olisi kdyttdkelpoinen
hyvinkin monia vuosikymmenii niin se muista syistd voi kdydid tarpeet-

tomaksi huomattavasti sitid ennen.

Toteutuksen oikealla ajoituksella voidaan saavuttaa huomattavia sddstsjd
vertailuajankohtaan diskontatuissa kustannuksissa. T&lldin tulee tapaus-
kohtaisesti harkittavaksi, missid méiidrin hankkeen laajuutta on mahdollista

asteittain lisdtid kasvavaa kiyttdtarvetta vastaavaksi.

Eriaikaisten vaikutusten muuttaminen samaan vertailuajankohtaan tapahtuu
valitun korkokannan avulla. Korkokannan midrdytymisessd on perimmadl-
tdidn kysymys siitd ,kuinka arvostetaan eri ajankohtina olevia kulutusmah-
dollisuuksia. Yleisesti katsotaan, ettd t&imdi aikapreferenssi suosii yksi-

16ill14 selvidsti enemmin nykyhetken kulutusta kuin koko yhteiskunnan



toiminnan jatkuvuuden ja kehityksen kannalta on jirkevii. Talldin
yksildiden arvostuksesta johdettu korkokanta olisi selvasti korkeampi
kuin yhteiskunnan. Vaikka onkin kehitetty menetelmii erididen "oikeiden
korkokantojen mairittimiseksi, ei tdllainen tule yleensi erillisen hank-
keen vaikutusten arvioinnissa kyseeseen, vaan kiytetiin valtiovallan hy-
vdksymid ohjeellisia korkokantoja, jotka voivat olla erisuuria erityyp-

pisille investoinneille.

Taloudellisten arvioiden eré&ini tehtivini on selvittii tarvittavien uhraus-
ten ja saatavien hyttyjen mdiidrd intressipiiri- tai talousyksikkdkohtaisesti.
Nd&ditd arvioita tarvitaan hankkeen toteutuvuuden ja kannattavuuden selvit-
timiseksi ja my6s erdiden lakimiidriisten arvioiden suorittamiseksi.
Hankkeen toteutuminen edellyttdi etti kyseeseen tulevilla intressenteilli
on ensinndkin riittdvit taloudelliset voimavarat hankkeen suorittamiseksi

ja toiseksi, etti saatavat hysdyt ovat riittdvit uhrauksiin verrattuina.

Koska vesivaroihin kohdistuvat hankkeet palvelevat osaltaan yhteiskunnan
elinkeino-, sosiaali- ja aluepoliittisia paidmdiirii tai pyrkimyksid, tulisi
laajoissa hankkeissa ottaa vaikutusten arvioinnissa niméi seikat huomioon.
Vesien kidytt6d koskeva lainsiidintd miidrid myss erdiden arvioiden suo-
rittamistavan. N4illd ei kuitenkaan (Suomessa) pyritid selvittimisn hank-
keen yksityis- tai yleistaloudellista kannattavuutta, vaan lihinni vesii
koskevien intressien oikeudellista jdrjestelyi ja toteuttamiseen liittyvid

rahoituskysymyksii.

Parhaan ratkaisun l6ytdmiseksi voidaan kidyttii useita menetelmid, jotka
eroavat toisistaan pdiasiassa ratkaisuvaihtoehtojen laadinnan ja mate-
maattisen késittelytavan suhteen. Kiytetyt optimointi- ja vertailutavat
ryhmitetddn tavallisimmin seuraavasti:

1. kustannushydtyanalyysi, 2. matemaattinen optimointi, 3. simulointi.

Kustannushydtyanalyysi tarkoittaa hankkeen tai toimenpiteen toteuttami-
seen vaadittavien uhrausten ja toteuttamisesta johtuvien hydtyjen ja va-

hinkojen sekd em. tekijoiden vilisten suhteiden selvittimistd. Analyysi
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voidaan suorittaa halutussa laajuudessa lihtien yksityis- tai liiketalou-
dellisten puhtaasti rahamé&drdisind tapahtuvien tulojen ja maksujen ver-
tailusta aina koko yhteiskuntaan kohdistuvien taloudellisten ja muiden

vaikutusten analysointiin.

Yhteiskunnallinen kustannushyétyanalyysi on pikemminkin tietty tarkas-
telutapa kuin mdiédritelty laskentatekniikka. Ominaista sille on tarkas-
telun laaja-alaisuus; kaikki positiiviset ja negatiiviset vaikutukset pyri-
tddn ottamaan samassa analyysissa huomioon. Tarkastelun kohteena

olevat ratkaisut on tdytynyt tuottaa ennen analyysia tai analyysi etenee

vaiheittain.

Matemaattisessa optimoinnissa on keskeiseni tehtidvidni tuotantofunktion
mddrittdminen. Tamdi kuvaa sitid yhteyttd,joka vallitsee suoritettujen
uhrausten, hankkeen fyysisen laajuuden ja saatavien hyotyjen valilli.
Optimi voidaan hakea graafisesti, analyyttisesti tai numeerisesti.
Oleellista on, ettd on muodostettu yksiselitteinen optimikriteeri, joka
viime kiddessd on pystyttdvd lausumaan funktiona kiytetyistd uhrauk-
sista. Monimutkaisten ongelmien ratkaisuun kehitettyja tekniikkoja

ovat lineaarinen ja dynaaminen optimointi.

Simulointi ei ole varsinainen optimointimenetelmi vaan paremminkin
tekniikka tuottaa nopeasti suuri joukko erilaisia ratkaisuja ja tutkia
tarkasteltavan systeemin kidyttdytymistd erilaisissa tilanteissa. Kysy-
myksessd on l&hinnd hyvidksyttdvien ratkaisutapojen léytiminen, joihin
voidaan myé&s luotettavasti padidsti,elleividt kiytetyt kriteerit ole eri-
tyisen herkkii systeemin tilaa kuvaavien parametrien muutoksille.
Simulointi on kidyttékelpoisin menetelmd silloin, kun tarkasteltavan
systeemin matemaattisen mallin muuttujat eivit ole deterministisii,
mutta niilld on tunnettu tilastollinen jakauma ja kun malli on liian
monimutkainen kidsiteltdviksi muilla optimointimenetelmilld. Simu-
lointia sekd lineaarista ja dynaamista ohjelmointia kidsitellddn tarkem-

min mythemmin tdssid esityksessa.
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Vesivaroja koskevan hankkeen suunnittelun ja optimoinnin yhteydessi
puhutaan usein systeemianalyysin soveltamisesta. T4&lléin tarkoitetaan,
ettd tarkasteltava osa luonnosta sekid taloudellisesta ja sosiaalisesta
toimintaympiristdsti jaetaan valitulla tarkkuudella toiminnallisiin yksik-
ko6ihin ja tdméin rajatun reaalimaailman osan rakennetta ja toimintaa
kuvataan kéisitteelliselld tasolla. Parhaassa tapauksessa tédllaisesta
reaalisysteemista on muodostettavissa matemaattinen malli. T&dmé& on
kuitenkin aina reaalisysteemin yksinkertaistettu kuvaus ja mallia muo-
dostettaessa on tehtdvi valintaa kuvaustarkkuuden ja mallin kdytén help-
pouden vililld. Yleensi tilanne on sellainen, etti perustietojen puut-
teellisuudesta johtuen tai muusta syystd joudutaan tekemddn varsin suu-

ria yksinkertaistuksia. Joka tapauksessa tarkasteltavan systeemin toi-

minnan selvittdminen kuuluu oleellisena osana suunnitteluun. Jo pelkdstdidn

suunnittelun jako osatehtdviin vaatii t&ita.

Kustannushyotyanalyysia voidaan myoés pitdd erididnd systeemianalyysin
muotona. Tarkastelukohteena on tdlldin taloudellisen ja sosiaalisen toimin-
nan alue. Koska laajoissa vesivarahankkeissa ovat optimin kriteerit viime
kddessd loydettdvissid juuri tdltid alueelta, voidaan sanoa, etti kustan-
nushyétyanalyysi kuuluu osana myés muihin optimointimenetelmiin.

Ero on lidhinnd siind, mink&dtyyppisiin ongelmiin haetaan ratkaisua.
Matemaattisessa optimoinnissa ja simuloinnissa tdssid yhteydessi on
kustannusten, hyé6tyjen ja vahinkojen arvioimiseen liittyvidt vaikeudet

Jo ratkaistu ja painotus on fyysisen ympiristén, teknisten toimenpiteiden
ja taloudellisen toiminnan vilisissd vuorovaikutuksissa tai pelkidstddn

luonnon toiminnassa.

Taloudellisten vaikutusten tarkastelu kustannushydtyanalyysissa jaetaan
tavanomaisesti neljddn vaiheeseen tai osaongelmaan, jotka ovat:
1. laajuusongelma, 2. mittausongelma, 3. arvostusongelma, 4. jakamis-

ongelma.

Tielyn projektin, hankkeen, kannalta tarkastellen on laajuusongelmassa

kysymys siitd mitkd vaikutukset otetaan huomioon ja kuinka nimi ryhmi-
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tellaan. Tarkastelussa kiytetdin yleensid seuraavia jaotteluja:

1. sisidiset - ulkoiset vaikutukset

2. ensisijaiset - toissijaiset - liitdnniis- ja aineettomat vaikutukset

Edellisen jaottelun piditehtdvi on liike- ja yhteiskuntataloudellisten kus-
tannusten ja hydtyjen eron syiden selvittiminen. VesistShankkeen toteu-
tuksessa syntyy yleensi sellaisia ulkoisia vaikutuksia, jotka eivit mil-
ladn tavoin vaikuta ko. hankkeen tai yrityksen talouteen. Tami ulkoi-

set vaikutukset voidaan jakaa kahteen osaan

1. fyysiset ulkoiset vaikutukset

2. ulkoiset hintavaikutukset

Edelliset johtuvat joko vilittémasti hankkeen toteutuksesta seuranneesta
fyysisen luonnonympéristén muutoksista ja kohdistuvat muille talousyksi-
koille kuin projektin toteuttajalle tai vilillisesti taloudellisessa toimin-

nassa tapahtuvina muutoksina.

Ulkoiset hintavaikutukset ovat tavanomaisia laajoissa rakennusprojek-
teissa, jolloin esim. ty&voiman kysynti nousee ja se kohottaa hinta-
tasoa koko alueella. Fyysisissid suorituksissa timi ei valttimaittd johda
muutoksiin ja joka tapauksessa on vaikea sanoa ovatko muutokset arvos-

tettava positiivisiksi vai negatiivisiksi.

Kustannusten ja hyottyjen yksityiskohtaisessa laskennassa kiytetddn jal-

kimmdistd jaottelutapaa:

- ensisijaiset hyddyt tarkoittavat hankkeen vilittémini tuloksina
syntyvien hyddykkeiden arvoa

- ensisijaiset kustannukset ovat hankkeen yhteiskunnallisia raken-
tamis- ja kiyttdkustannuksia

- toissijaiset hyoddyt ovat hankkeen vilillisesti aiheuttamia ja tule-
vat muille kuin ensisijaisten hydtyjen saajille. Esimerkiksi
tulvasuojelusddnnsstelyn mahdollistama maataloustuotannon nousu

voi tehdd mahdolliseksi uuden maataloustuotteiden jalostusyrityksen

sijoittamisen alueelle
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- toissijaiset kustannukset ovat toissijaisten hyoétyjen saamiseksi
uhrattava kustannuksia

- liitdnndiskustannuksilla tarkoitetaan kustannuksia, jotka tarvitaan
perusprojektin toteuttamisen lisdksi ensisijaisten hy&tyjen saami-
seksi ja joutuvat nididen hyddynsaajien kannettaviksi

- aineettomina vaikutuksina tulevat kyseeseen mm. maisema- ja
luonnonsuojelunikskohdat, hankkeen tulonjakovaikutukset ja tur-

vallisuusnikokohdat .

Mittausongelmalla tarkoitetaan mittaustason valintaa ts. milli asteikko-
tyypilld mittauskohde, tarkasteltava vaikutus, on mitattavissa. Kaytet-
tivissd olevat mittaustasot tai mittauksen perusasteikot ovat seuraavat:
nominaali- eli luokitteluasteikko, kardinaali- eli jirjestysasteikko,
intervalli- eli vdlimatka-asteikko ja suhdeasteikko. Kaksi ensinmai-
nittua ovat luonteeltaan kvalitatiivisia ja jdlkimmaiiset kvantitatiivisia.
Toisin sanoen ensinmainitussa tapauksessa on kysymys subjektiivisten
arvostusten esittdmistavasta ja jdlkimmdiisessd varsinaisesta fyysisin
tai taloudellisin yksik6in tapahtuvasta mittauksesta. Intervalli- ja
suhdeasteikko eroavat toisistaan vain siinid, etti edellisessi on nolla-
piste sopimuksenvarainen ja jdlkimmaéisessi tapauksessa nollapiste on

valittu vastaamaan tarkasteltavan ominaisuuden absoluuttista nollapistetts.

Arvostusongelmassa on kysymys uhrausten ja hystyvaikutusten hinnoitta-
misesta. Ongelmallisimpia ovat yleensi seuraavat seikat:

- aineettomat vaikutukset

- liiketaloudellisten ja yhteiskunnallisten kustannusten ja hydtyjen ero

- korkokanta

Aineettomien vaikutusten rahallista arvostusta voidaan selvittii maksu-
halukkuustiedusteluin sekd selvittimilld polifttisessa ja yksilollisessid

pddtdksenteossa ja valinnassa niille annettavaa arvostusta.

Liiketaloudellisten ja yhteiskunnallisten kustannusten ja hyotyjen ero

johtuu ensi sijassa hankkeen toteutuksesta ja kidytéstd johtuvista ulkoi-

sista vaikutuksista. Jos nidmdid vaikutukset on rajattu ja kvantifioitu jo
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edelld, on kyseessid enidd nididen hinnoittelu.

Tavanomaisesti kustannusten ja hyotyjen arvostus suoritetaan seuraavasti.
Kustannukset arvostetaan panostekijéiden kidytdn yhteiskunnallisten vaihto-
ehtoiskustannusten perusteella. Nimi panostekijéiden varjohinnat saattavat

ddritapauksessa olla nollia. Hyédyt arvioidaan lisdamalls markkinahintaan

kuluttajain ylijaamai.

Eriaikaisten vaikutusten muuttamisessa samaan vertailuajankohtaan tulee
suorittaa kdytettivdn korkokannan valinta. Yleisend piirteend on, etti
pienet laskentakorkokannat suosivat suuria perusinvestointeja, jos vastaa-
vasti kdyttokustannukset ovat pienemmit, ja suurilla korkokannoilla on

pédinvastainen vaikutus.

Jakamisongelma muodostuu kahdesta osasta:

- kohdistamisongelma

- jaksotusongelma

Kohdistamisongelmassa on ensisijaisesti kysymys siitd, mille intressi-
ryhmille, talousyksikéille, toiminnoille tai kidyttémuodoille hysdyt ja
vahingot kirjataan. Lisiksi asiaa voidaan tarkastella my&s aiheuttamis-
syyn kannalta, jolloin selvitetiddn miten vaikutukset johtuvat hankkeen

eri osatoimenpiteisti ja -toiminnoista. Periaatteessa kohdistamisongelma
ratkaistaan jo edelld laskentateknisten ongelmien kohdalla ja tdssi vai-

heessa kysymys on en&did lihinni kirjaamisesta ja esittimistavasta.

Jaksotusongelmassa on vastaavasti kysymys vaikutusten jaksottamisesta

eri aikaperiodeilla.

Edullisimman toteutusvaihtoehdon valintaan on kiytettidvissid useita valin-
takriteereitd, joiden kidyttokelpoisuus riippuu vallitsevasta piitsksenteko-
tilanteesta. Taloudellisessa suhteessa voidaan nimi tilanteet jakaa

kolmeen pddryhmiin:
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1. Toimenpiteestd saatava hysdty on kaikille vaihtoehdoille sama

2. Suoritettavat uhraukset, erityisesti perusinvestoinnit ovat
kaikille vaihtoehdoille samat

3. Hankkeen laajuus voi vaihdella ja hyddyt ja kustannukset

muuttuvat laajuudesta riippuen

Ensinmainitussa tapauksessa valinta perustuu kustannusten minimointiin,
seuraavassa vastaavasti hydtyjen maksimointiin. Yleensi kuitenkin
kyseessd on kolmanteen ryhmiidn kuuluva tapaus, jolloin valintakriteeri
muodostuu kustannusten ja hydtyjen vilisistd suhteista. Tavallisimmin
kdytetyt kriteerit ovat hyttyjen ja kustannusten eron maksimi, hystyjen
ja kustannusten suhteen maksimi ja sisdisen korkokannan maksimi.
Kustannusten ja hyodtyjen osalta voivat kyseeseen tulla seki keskim&i-
rédiset vuotuisarvot etti rakentamishetkeen diskontatut kokonaisarvot.
Lisdksi vertailu voidaan suorittaa joko brutto- tai nettoperiaatteella

ts. edellisessd vuotuiset kustannukset lis&tdin hankintamenoon ja jil-

kimmadisessd vihennetddn vuotuisista hyodyisti.

Riippuen kéytetystd korkokannasta sekid hankintamenon, vuotuisten hyo-
tyjen ja vuotuisten kustannusten vilisistd suhteista voivat eri kriteerit
antaa tutkituille toteutusvaihtoehdoille erilaisen paremmuusjirjestyksen.
Kuitenkaan ei mitdin kriteerid voi yleisesti pitdi toisia huonompana
tai parempana. Lisidperusteita valinnalle voidaan hakea esim. siiti
missd médrin kiytettdvissd oleville resursseille on kysynti4d muihin

tarkoituksiin.

Esitetyt valintakriteerit soveltuvat aivan samoin my6ts matemaattiseen
optimointiin ja simulointiin. Edellisessi tapauksessa valintakriteeristi
muodostetaan tehtividn kohdefunktio ja lausutaan timi mallin pdités-
muuttujien ja rajoitusten avulla ja haetaan tidmin kohdefunktion maksimi
(tai minimi), joka on samalla tehtivin ratkaisu. Simuloinnissa voidaan
vastaavasti tarkastella millaisia arvoja valintakriteerit saavat erilai-

silla ratkaisutavoilla.



16

Yhteenvetona voidaan todeta, ettd suunnittelu voi tapahtua ja yleensi
tapahtuu yhdistelmidni erilaisista menetelmistid, joiden valinta riippuu
tehtdvin luonteesta, kiytettdvissid olevista perustiedoista, henkisisti
resursseista ja kidytettidvissd olevasta laskentakapasiteetista. Erityi-
sesti lineaarinen ja dynaaminen optimointi sekid simulointi on kehi-
tetty tietokoneita hyviksikdyttdviksi  suunnittelu- ja optimointivdlineiksi,
kun taas yhteiskunnallinen kustannushyo6tyanalyysi on perustaltaan kisityo-
laismadiistd. Se antaa tilaa tai luo kehykset subjektiivisten valintojen

ja arvostusten sijoittamiselle analyysiin ja soveltuu tidten parhaiten
ylemmin pddtoksenteon apuvidlineeksi erityyppisten valmiiden projekti-

ehdotusten keskinidisessid vertailussa.

Kustannushydtyanalyysia on Suomessa perinteellisesti kidytetty jo vuosi-
kymmenii erilaisten vesitaloudellisten hankkeiden kannattavuusarvioin-
nissa. T4&lloin kuitenkin yleensi on pitdydytty hankkeen vilittémien
taloudellisten, rahassa mitattavien uhrausten ja hy6tyjen vertailuun.
Em. muut vaikutukset ovat jidineet systemaattisen tarkastelun ulkopuo-
lelle, koska ongelmien laaja-alaisuudesta johtuen ei ole pystytty muo-
dostamaan selvdd metodiikkaa arviointien suorittamiseksi. Toisaalta
vesivarojen kiytén kokonaissuunnittelua, johon yhteiskunnallinen kus-
tannushydtyanalyysi on erityisen sovelias, on Suomessa suoritettu

vasta muutaman vuoden ajan.

Kokonaisuudessaan paddtoksenteon pohjaksi tarvittava suunnittelu, vaikutusten
arviointi, perustietojen hankinta ja ennusteiden laadinta vaativat hyvin moni-

puolista asiantuntemusta. Tilannetta esittii kuva 1.3.

Tietokoneita hyviaksik&dyttdvii matemaattista optimointia ja simulointia,
jotka parhaiten soveltuvat vesivarojen yleis- ja hankesuunnittelutasolle,
on erityisesti USA:ssa sovellettu vesivaroja koskevaan suunnitteluun

jo runsaan kymmenen vuoden ajan. Suomessa ko. menetelmien selvit-
telytyo vesitekniikan alalla on alkanut kuluvan vuosikymmenen alkupuo-
lella ja kohdistunut vesi- ja viemdirilaitosten suunnitteluun. Jidljempdni
tdssd esityksessd kdasitellddn kyseisid menetelmid, niissd kiytettivii
laskentatekniikkoja ja menetelmien soveltuvuutta vesivarojen kiytén suun-

nitteluun.
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2. Matemaattisen optimoinnin tehtiva

Matemaattisen optimoinnin tehtivi voidaan lausua seuraavasti: Luvuille
X)» X5, --., X on valittava sellaiset arvot, ettd funktio f(x., x.,...,x )
1 2 n | n

saa maksimin, kun rajoitusehdot

]
e

{1}

o

(2.1) g, (xl,xz,...

=
gm (xl,xz,...,x ) 0

ovat voimassa.

Lukuja Xl’ xz, .

ja n on muuttujien lukumaidri. Maksimoitavaa funktiota f (Xl’ X

-» X _ kutsutaan tehtivdn muuttujiksi tai paatésmuuttujiksi,
n

s e e e, X

2 n)

kutsutaan kohdefunktioksi tai objektifunktioksi. Matemaattisen optimoinnin

tehtdvdssd voi vaatimuksena olla myds kohdefunktion minimointi. Tama

voidaan haluttaessa palauttaa maksimointitehtiviksi korvaamalla kohdefunk-

tio funktiolla - f (x .»x ). Ehtoja (2.1) kutsutaan rajoitusehdoiksi tai
n

1
rajoitusepdyhtdloiksi. Matemaattisen optimoinnin tehtivissi voi rajoitus-

ehtona olla my6s yhtdldrajoitus

(2.2) g(xl, Xypennsx ) = 0.

n

Tami voidaan haluttaessa palauttaa muotoon (2.1) korvaamalla (2.2)

epdyhtdlorajoituksilla

]
13
o

g (xl, x2, -
(2.3)

w
N

|

o

-g (xl, LOYRRE

. . . . 2 2 . .
Esimerkki: Maksimoitava X f X, + x32 siten ettd rajoitukset
2

1% =21 ja ZXZZ + X, £ 2 ovat voimassa.
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Nyt
2 2 2
f (xl, X x3) =X tx, +x,
ja
- x -1 =
gl(xl,xz,x3) = % 1 0
= - -1 £
gZ(Xl’XZ’x3) = =% 1 0
- 2 2 <
g3(x1,x2,x3) = sz txg - 2 £ 0

Muuttujien Xis Xppenn X sellaisten arvojen joukkoa, jotka toteuttavat
tehtdvidn rajoitukset, kutsutaan sallituksi alueeksi. Kuva 2.1 esittii edelli-

sen esimerkin sallittua aluetta.

o
—_—
—

X1:— k_:_/
Kuva 2.1. Optimointitehtdvin sallittu alue

Sallittu alue on elliptinen sylinteri, jonka vaipan miirittelee yhtils
2 2 . . .
2x2 tox, = 2 ja jonka pdatyja rajoittavat tasot x; = 1 ja x; = -1l
Maksimoitaessa tulee siis kysymykseen ainoastaan sellaiset muuttujien

arvot, jotka kuuluvat sallittuun alueeseen.

Useimmiten sekd kohdefunktio ettd rajoitusehdot on annettu analyyttisina

lausekkeina.
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Muotoa

(2.4) f(xl,x ,x):alx_l+ax t...4a x

27777 n 272 n'n
olevia kohdefunktioita kutsutaan lineaarisiksi, muita kohdefunktioita epa-

lineaarisiksi. Yhtdlséssd (2.4) a,, a

s y+..,a ovat tunnettuja vakiota.
1 2 n

Samoin muotoa
(2.5) g(xl, xz,...,x): c,x. te x_ +...+c x -b £ 0

olevia rajoitusehtoja kutsutaan lineaarisiksi ja muuntyyppisii rajoitusehtoja

epdlineaarisiksi.

Tehtdvdt joissa ei ole ollenkaan rajoituksia ovat oleellisesti helpompia
ratkaista kuin rajoitusehtoja sisdltdvidt tehtdvit. Lineaarisia rajoitusehtoja

on helpompi kisitelld kuin epidlineaarisia, ja erityisen miellyttivid ovat

muotoa
-t
(2.6) X, b,
olevat rajoitusehdot. Useat likiméddrdiset ratkaisumenetelmit perustuvatkin

sithen, ettd rajoitusehdot joko sisé&llytetiddn kohdefunktioon (sakkofunktiot,
Lagrangen kertojat yhtidlérajoituksille) tai korvataan tyyppid (2.6) olevilla
rajoitusehdoilla (Lagrangen kertojat epiyhtilérajoituksille). Lineaarisia

kohdefunktioita on samoin helpompi kisitelld kuin epilineaarisia kohdefunktioita.

Jos kohdefunktio saa sallitulla alueella mielivaltaisen suuria arvoja, ei
optimointitehtdvidlld luonnollisesti ole ratkaisua. Samoin on asian laita,
jos sallittu alue on tyhjd, jolloin rajoitusehdot ovat mahdottomat tayttiai.
Kohdefunktiolla on pisteessid (x

x .,x ) maksimi, mikili se
n

1 oo
tdmé&n pisteen ulkopuolella saa vain pienempii (tai yhtd suuria)

arvoja kuin k.o. pisteessd. Jos kohdefunktio on kaikkien muuttujiensa
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suhteen derivoituva, ovat osittaisderivaatat maksimipisteessd nollia,
Paitsi maksimipisteessd ne ovat nollia my&s jokaisessa paikallisessa
maksimissa, paikallisessa minimissd seki jokaisessa n.k. satulapis-
teessd. Kuva 2.2 esittdd mahdollista kohdefunktion kuvaajaa, kun muut-

tujia on vain yksi.

A f(x1J

maksimi

paikallinen maksimi ¢

vaakasuora kdadan-

[ poikallinen minimi  NePiste e X
sallittu alue .
Kuva 2.2. Kohdefunktion mahdollisia erikoispisteits
Kuvaan on merkitty kaikki pisteet, joissa derivaatta on nolla. Yksinker-

taisin esimerkki satulapisteestid on origo funktiolla f (xl, xz) = XX,

joka on esitetty kuvassa 2.3

Kuva 2.3. Esimerkki satulapisteisti



22

Erds keino optimointitehtivin ratkaisemiseksi on etsii ne padtdsmuuttujien
arvot, joilla kohdefunktion kaikki osittaisderivaatat ovat nollia. Téallaisista
pisteistd olisi voitava péaitelld, onko kysymyksessi paikallinen &didriarwvo,
satulapiste vai todellinen maksimi. Jos kohdefunktiolla on olemassa useam-
mankertaiset osittaisderivaatat, nididen arvot voidaan laskea tutkittavassa
pisteessd, ja pisteen laat&)voidaan ndiden avulla mdidrittdsd. Useimmiten
kuitenkin osittaisderivaattojen méiiriiminen, samoin kuin niiden arvojen
kdyttdminen tutkittavan pisteen laadun miirittimiseksi, on hankalaa. Niin
on sitd selvemmin, mitd useampia muuttujia tehtivissi on. Kéytdnnon
optimointiongelman kohteena on aina kiytinnén systeemi, jonka kayttiyty-
misestd suunnitteiijalla on jonkinlainen intuitiivinen kuva. T&ti nikemysti
sekd fysikaalisia perusteita kiyttdmaillid diriarvon laadun méadriiminen kay

parhaiten pdinsi.

Jos onnistutaan l6ytimdididn kaikki ne pisteet, joissa osittaisderivaatat ovat
nollia, ei edelld kuvattuja ongelmia tietenkiin ole. Todellinen optimi
tutkittavista pisteistd on se, jossa kohdefunktion arvo on suurin.
Tavallisesti kuitenkin osittaisderivaatat nollaksi tekevii pisteitd on vai-
kea loytdd, ja niiden laatu on n#in ollen kyettivi piittelemisn siti mukaa

kuin niitd loytyy.

Niiden sallitun alueen pisteiden joukkoa, joissa kohdefunktio saa vakioarvon,
kutsutaan tdhidn arvoon liittyvdksi tasa-arvokidyriksi. Kun muuttujia on vain
kaksi, on kohdefunktion kiyttdytymistd helppo visualisoida tasa-arvokdyrien
avulla. Useat monen muuttujan tehtdvien erikoispiirteet tulevat esille jo
kahden muuttujan tapauksessa, joten tasa-arvokiyrilld on yleisempdidikin
kidyttsd. Kuvassa 2.4 on esimerkki kohdefunktion tasa-arvokidyristd seki

erdistd erikoispisteista.

1)

Varsinaisesti osittaisderivaattojen avulla voidaan erottaa vain satula-
pisteet d&driarvopisteistid. Todellisen maksimin erottaminen paikallisista
ddriarvoista ei sen sijaan osittaisderivaattojen avulla ole mahdollista.
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mak simi

sallittu alue

Kuva 2.4. Kahden muuttujan kohdefunktion esittiminen tasa-arvokédyrien avulla
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3. Matemaattinen malli, kohdefunktio

Matemaattisen optimoinnin tehtdva lausuttiin edellisessi luvussa seuraavasti:

Muuttujille X0, Xy oo , X% on valittava sellaiset arvot, etti kohdefunktio
f (xl, EYERR ,xn) saa maksimin, kun rajoitusehdot
4
gy (e %y eeeux ) 0
20
gz (xl’ XZ’ ")X)
-
gm (xl, xz,...,xn) <0

ovat voimassa. Kun johonkin vesivarojen suunnittelutehtiviin halutaan
soveltaa matemaattisen optimoinnin menetelmis, on tehtiville maiiritel-
tivd muuttujat sekd laadittava kohdefunktio ja rajoitusehdot. Tati tarkoi-

tusta varten tutkittavalle systeemille on laadittava matemaattinen malli,

Matemaattista mallia muodostettaessa valitaan ensin ne parametrit, jotka
ovat tehtdvidn kannalta oleelliset. Taillaisia ovat ensinnikin ne parametrit,
jotka ovat vapaasti kontrolloitavissa, ja joiden kontrollointi parhaalla mah-
dollisella tavalla juuri muodostaa suunnittelijan ongelman. Nami paramet-
rit ovat muodostettavan optimointitehtivin pdatésmuuttujat. Vesistdn sidin-
nostelytehtdvidssad tdllainen parametri on juoksutuksen suuruus. Muita
huomioonotettavia parametreji ovat sellaiset, joita ei voi suoraan kontrolloida,
mutta joiden arvoihin pddtdsmuuttujien arvot vaikuttavat, ja jotka tulevat
mukaan padtésmuuttujilla toteutetun kontrollipolitiikan hyétys arvioitaessa.
Né&itd parametrejd kutsutaan tilamuuttujiksi ja sddnnéstelytehtdvissa tidllai-
nen muuttuja on mm. siddnndstelyaltaan vedenkorkeus. Kolmannen ryhmin
muodostavat sellaisia satunnaisia tekijoitd kuvaavat parametrit, joita ei

voi ollenkaan kontrolloida, ja joiden arvot eivit siis riipu pddtdsmuuttujien
arvoista. N&itd kutsutaan stokastisiksi parametreiksi. Sddnndstelyssi tidl-
laisia parametreja ovat esim. sadanta, haihdunta ja tulovirtaama. Neljin-
nen ja viimeisen parametriryhmén muodostavat systeemiin liittyvit fysikaa-
liset vakiot, jollaisia ovat esim. altaan pinta-ala, sddnnodstelypadon purkau-

tumiskyky jne.



25

Matemaattisessa mallissa lausutaan toisen ryhméin parametrit (tilamuuttujat)
ensimmaéisen, kolmannen ja neljdnnen ryhmin parametrien avulla, kiyttien
hyvdksi parametrien vilisid fysikaalisia riippuvuuksia. Stokastisten para-
metrien kidsittelyssd kdytetddn hyvidksi ndistd parametreista tehtyjd havainto-
sarjoja. Tavallisesti stokastiset parametrit voidaan korvata havaintosar-
joista lasketuilla keskiarvoilla. Stokastisia tekijoitd kidsitelldsn tarkemmin

luvussa 8.

Parametreilld on yleensd voimassa joitakin rajoituksia. Nadmi joko johtuvat
fysikaalisista syistd (esim. vettid ei voi ottaa enempiid kuin sitd on) tai ovat
suunnittelijan asettamia (esim. jirven pinnan korkeus halutaan pitii tiettyjen
rajojen sisdpuolella). Nimdi parametreilti vaadittavat rajoitukset otetaan

my6s mukaan malliin,

Seuraava yksinkertainen esimerkki valaissee tilannetta. Kastelualtaasta,
jonka pinta-ala on A, lidhtee kaksi juoksutuskanavaa, joiden virtaamaa voidaan
kontrolloida. Systeemistd halutaan muodostaa matemaattinen malli, joka
kuvaa altaan pinnan korkeutta tietyn mittaisen toimintajakson lopussa. Jakson

alussa altaan pinnan korkeus on h , ja Qt 1o Om tulovirtaama jakson aikana.
o ulo

Ensimmaéiseen parametriryhmddn kuuluvat jakson aikana juoksutettavat
vesimaddrit Ql ja QZ’ ne ovat vapaasti kontrolloitavissa. Toiseen ryhmdiin

(tilamuuttujiin) kuuluu tdssd esimerkissid vain altaan pinnan korkeus jakson

Q

lopussa, h. Sen arvo riippuu arvoista Q , Q2 ja ho. Stokastisten

tulo’ 1

parametrien ryhmdididn kuuluu tulovirtaama Qt ja neljdnteen ryhmdidn

ulo’
fysikaaliset wvakiot A ja ho.

Tilamuuttuja h lausutaan nyt muiden ryhmien parametrien avulla:

(3.1) h=h -

(Q1+QZ-Q )

tulo

o L

Stokastinen parametri Qt 1 korvataan seuraavaksi aikaisemmilta vuosilta
ulo
tehtyjen havaintojen keskiarvolla Qtulo’ jolloin
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(3.2) h=h -

(Q1+QZ—Q )

o
> [

tulo

Altaan matemaattiseen malliin kuuluu vield fysikaalisista syistd ilmeiset

rajoitukset

(3.3) Ql'—‘O, QZEOja h’-'hmin
Matemaattisen mallin muoto riippuu paljon siitd, miti suureita kysymyk-
sessd olevasta systeemistd halutaan kuvata., Jos esimerkiksi edelli olisi
haluttu kuvata mallilla paitsi altaan pinnan korkeutta myés veden lamps-
tilaa, olisi lisdksi jouduttu kdyttimaisdn ainakin liampétila-, kosteus- ja
tuuliennusteita sekd tunnettuja termodynamiikan lakeja. Yleisesti voidaan
sanoa, ettd vesivarojen suunnittelussa tarvittavat matemaattiset mallit
ovat useimmiten periaatteeltaah yksinkertaisia, lihes yhtd yksinkertaisia
kuin edelld kuvattu esimerkki. Kysymykseen tulevat parametrien viliset
riippuvuudet ovat yleensi yhden tai useamman altaan vesitaseyhtaldita:
veden mdirdn muutos on ''se mitd tulee miinus se miti menee'. Mallit
voivat olla kuitenkin laajoja (t.s. sis&ltdd suuren miirin parametrejd)
ja tdmadin vuoksi hankalasti kisiteltiviid. Stokastiset parametrit voivat

joissakin tapauksissa myé6s tuoda vaikeuksia mukanaan.

Tarkastellaan vield hieman laajempaa kahden jirven muodostamaa systee-

mid, kuva 3.1. Tietyn mittaisen toimintajakson alussa ensimmadisen jir-
ven pinnan korkeus on th ja toisen hZO’ ja toimintajakson lopussa h1 ja
h . Pinta-alat ovat vastaavasti A, ja A Aikaisemmilta vuosilta tehty-

2 1 2’
jen havaintojen mukaan ensimmdiiseen jdrveen laskevat joet tuovat jakson

aikana jdrveen vetti arviolta maarat 61 ja QZ' Jéarvien valilld kulkevassa
joessa jakson aikana virtaava vesim&idrid on tunnettu funktio ensimmaiisen
jdrven pinnan korkeudesta jakson alussa: Q3 = fl (hlo). Samoin on asian

laita mereen laskevan joen kohdalla: Q4 = 1 Lisdksi jarvestd

h .
2 ( 20)
johdetaan vapaasti sdiddettivd virtaama Q5 kastelualueelle. Yksinkertai-

suuden vuoksi oletetaan jirvien valuma-alueilta tulevan valunnan tapahtuvan

vain em. jokien kautta. Suoraan jirviin tulevan sadannan ja niistd tapah-

tuvan haihdunnan erotuksen keskiarvo pinta-alayksikksid kohden on tehtyjen

havaintojen perusteella s,
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Kuva 3.1. Kahden altaan systeemi

Vapaasti kontrolloitavia muuttujia eli pdidtdsmuuttujia on vain yksi, QS.

Tilamuuttujia ovat h. ja h2' Stokastisia parametrejd ovat Ql’ Q2 ja s

b

1
jotka on mallissa. jo korvattu aikaisemmista havainnoista lasketuilla keski-

arvoilla 61’ (32 ja s , ja neljinteen parametriryhmiin kuuluvat fysikaa-
liset vakiot th’ hZO’ A1 ja AZ.
Tehtdvdnd on nyt lausua h1 ja h2 muiden parametrien avulla. Ensimmadiisen
jadrven vesitaseyhtiloé on
(3. 4) h, =h, _+35+> @ +0. -Q)
. 1~ 10 T 2~ T3
missd A, h a (_) ja s tunnetaan, ja

(3. 6) h, =h,_+s +
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missd AZ ja h tunnetaan,

20

(3-7) @, =1, (h,)

ja Q5 on vapaasti kontrolloitavissa.
Allassysteemin malliin kuuluvat viel4d rajoitusehdot

a <
Q5 =0 QS Qmax

missd Q ax OF maksimiméddri vettd, joka padosta voidaan toimintajakson
max

aikana juoksuttaa.

Edellisissd esimerkeissd tilannetta on tarkasteltu vain jakson alussa

ja lopussa, ja kaikki jakson aikana tapahtuva on koottu yhdeksi kokonai-
suudeksi. Esimerkit olisi voitu my6s laatia jatkuvalle ajalle, jolloin
esim. yht4ls (3.2) olisi tullut muotoon

t

1 =
o A (Ql (u) +Q, (u) - s (u))du.

Erityisesti dynaamista ohjelmointia ajatellen tissi on kuitenkin valittu edel-
ldoleva tapa. Esimerkit kuvaavat diskretoidun ajan yhteen askeleeseen

liittyvid tapahtumia.

Seuraavaksi kisitellidn kohdefunktion muodostamista. Kun jollekin
vesivarojen suunnittelutehtdville halutaan muodostaa kohdefunktio,

joudutaan suorittamaan eri toimenpiteiden vertailua; asettamaan eri
toimenpiteet paremmuusjiriestykseen. Joudutaan esimerkiksi
pohtimaan, missid suhteissa tietty vesiméadri olisi jaettava eri vedenkiyt-
tdjille, olisiko parempi muuttaa jirven vedenkorkeutta kuin pitdd se ennal-
laan jne. Téallaisissa tapauksissa eri vaihtoehtojen vaikutukset on
tutkittava ja ndiden vaikutusten perusteella saatettava ne yhteismital -
liseen muotoon. Paljon kiytetty tapa on mitata vaihtoehtoja rahassa:

paras vaihtoehto on se, joka on yhteiskunnalle kokonaistaloudellisesti
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edullisin. Eri vaihtoehtojen kokonaistaloudellisen merkityksen mi&risiminen

on monesti kuitenkin ylivoimainen tehtidva. T&ll6in on tyydyttivd tavalla
tai toisella yksinkertaistettuun ratkaisuun vaihtoehtojen kokonaistalou-
dellisen arvon mé&drityksessd. Tuloksen hyvyys riippuu sitten suun-
nittelijan kokemuksesta ja pitevyydestd, hidnen ''sormituntumastaan"

asioihin.

Kun vaihtoehdot on vaikutustensa perusteella jollakin tapaa saatettu
yhteismitallisiksi, voidaan niiden hyvyyttid kuvata kohdefunktiolla.

Mitd suuremman arvon kohdefunktio jollakin vaihtoehdolla (joka on
kohdefunktion argumentti) saa, siti parempana kyseistid vaihtoehtoa

pidetddn.

Ongelman matemaattisen mallin termeilld lausuttuna eri toimintavaihto-
ehdot tarkoittavat tehtdvidn pdidtédsmuuttujien eri arvoja. Matemaattisen
mallin avulla toisen ryhmin parametrit (tilamuuttujat) voidaan lausua
ensimmadiisen ryhmén parametrien (pddtdsmuuttujien) avulla. Niin
kohdefunktio voidaan lausua pelkédstddn paitdsmuuttujien avulla, ja se
ilmoittaa kuhunkin pddtésmuuttujien valintaan liittyvin toimintavaihto-
ehton arvon. Otetaan yksinkertainen esimerkki kohdefunktion muodos-
tamisesta. Kastelualtaan tilavuus on V, ja siiti on johdettava vetts

kahdelle viljelmdille. Niiden pinta-alat ovat A1 ja A Edellisen

x
tuotos (kg viljaa/ha) riippuu viljelmille johdetusta vesimiidristi koke-

musten mukaan siten, ettid

At

Kuva 3.2. Viljelmin tuotoksen t1 riippuvuus sille johdetusta vesi-
méadrdstd V

1
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(3.8) t.=c o v.(d, -v.), 0=v =4

missd tl on viljelmé&n arvioitu tuotos hehtaaria kohden, v. hehtaarille johdettu

1
vesimddrd ja cy ja d; kokemusperiisid vakioita (Kuva 3,2). Vastaavasti toisen

viljelmdn tuoton riippuvuutta sille johdetusta vesimairists kuvataan yhtd -

15114

(3.9) t, =

2 = vy (dy - v

2 27

Oletetaan, ettd edellisen viljelmin sadon katetuotto on Ty mk/kg ja jdlkim-
miisen vastaavasti r, mk/kg. Toimintavaihtoehdon v, 1/ha vettid edelli-

selle viljelmille, 2 1/ha jalkimmadiselle hyvyyttd tai arvo kuvaa nyt seu-
raava kohdefunktio:

(3.10) f(vl, v (4, - v

:Alrlclvl(dl—vl)+A r 5 2).

2) 2722 "2
Koska kohdefunktio on jo valmiiksi lausuttu pddtésmuuttujien Vi ja v, avulla
el systeemin matemaattista mallia tarvitse kdyttdd pddtésmuuttujista riippu-

vien tilamuuttujien eliminoimiseen.

Tédssd esimerkissd ei kohdefunktion muodostamisessa ollut periaatteellisia
vaikeuksia, kunkin toimintapolitiikan rahallinen arvo oli helposti mé&dratts-
vissd. Ké&ytdnnén ongelmissa on kuitenkin otettava huomioon hyvin suuri joukko
tekijoitd, joiden yhteismitallisiksi saattaminen on mahdotonta (suorat talou-
delliset vaikutukset, sosiaaliset vaikutukset, ympdristén- ja luonnonsuoje-
lulliset ndkokohdat), ja tallsin kohdefunktion muodostaminen on vaikeaa.
Toisaalta valittu kohdefunktio juuri masria parhaan toimintapolitiikan luon-
teen. Voidaan sanoa, ettd jirkevidn kohdefunktion muodostaminen on mate-
maattista optimointia sevellettaessa kaikkein vaikein ja lopputuloksen kan-
nalta kaikkein herkin vaihe. Hyvidn kohdefunktion Idytymisestd riippuen
ratkaisu on joko onnistunut tai epidonnistunut, ja tdhdn suunnittelija tarvit-

see kokemusta ja ammattitaitoa.

Jarkevdn kohdefunktion valinnan vaikeudesta johtuvat osaltaan myds ne

rajoitukset, jotka matemaattisella optimoinnilla vesivarojen suunnittelussa
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on. Kllei jollekin ongelmalle voida kohdefunktiota muodostaa, el mate-
maattista optimointia voida menestykselld kyseisen ongelman ratkaisuun
soveltaa. Erityisesti on varottava kiyttimistd sokeasti hyviksi mate-
maattisen optimoinnin keinoja. Suunnittelijan on koko ajan n#htivi ''nu-
meroidensa taakse', tiedettdvd kuinka hyvin mallit ja varsinkin kohde-
funktio todellisuutta kuvaavat ja pidettidvd timi mielessd laskennan tuloksia

tulkittaessa.

Kun vesivarojen suunnittelun ongelmalle on laadittu matemaattinen malli

ja kohdefunktio, se voidaan pukea matemaattisen optimoinnin tehtivin muo-
toon. Ensin eliminoidaan kohdefunktion lausekkeesta tilamuuttujat lausumal-
la ne matemaattisen mallin yht&dlsitd kidyttden padtdsmuuttujien avulla. Sen
jdlkeen lausutaan myés mallin rajoitusehdoissa olevat tilamuuttujat paitss-
muuttujien avulla. Né&in on pidsty pddméiidridn: Paiatdsmuuttujille

s Xoweu,X )

xl’ x 1 2 n

SRR »X on valittava sellaiset arvot, ettd kohdefunktio f (x
n

saa maksimin, kun rajoitusehdot

-°
gy (xpr %50 eeenx) 0
P4
< o
(3.11) gy (xp %y x)
’ 3
gm(xl, X5 - ,xn) = 0

ovat voimassa.

Tdydennetddn vield edellistd esimerkkid siten, ettd pyritidn maksimoimaan

sadosta saatava tuotto. Kohdefunktioksi saatiin edelld

(3.12) f (V1 V2)= ATV (dl-vl) + AZrZCZVZ (dz—vz),
ja lauseke oli voimassa alueella 0 % v H d,, 0 = vy = d, (vrt 3.8 ja
3.9). Altaan tilavuus oli V joten rajoitusehdoiksi saadaan seuraavat epi-
yhtdlot:

(3.13) v, £d., -v. £0, v. £4d_, -v_ =20, v. + v, V.



Seuraava askel suunnitteluongelman kisittelyssid on ongelmasta muodos-
tetun matemaattisen optimoinnin tehtdvin ratkaiseminen. Seuraavissa lu-

vuissa esitellddn eri ratkaisumenetelmis,

32
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4. Analyyttiset menetelmait, Lagrangen kertojat, herkkyysanalyysi,
sakkofunktiot

Edelld esitettiin, kuinka vesivarojen suunnitteluongelmat voidaan palauttaa

matemaattisen optimoinnin tehtiviksi: Muuttujille xl, xz. .. ,xn on valit-

tava sellaiset arvot, etti annettu kohdefunktio f(xl, Xy oo ,xn) saa maksi-

min, kun muuttujat Xy Xy aX tayttavadt lisiksi niille asetetut rajoitukset.
n

Jos muuttujia on vdhin, jos kohdefunktio ja rajoitusehdot on annettu ana-
lyyttisten lausekkeiden avulla ja jos nima analyyttiset lausekkeet ovat tar-
peeksi s&dnnollisid, optimointitehtdvin ratkaisua voidaan yrittdd etsii tun-
nettuja analyyttisid menetelmis k&4yttien. Jos rajoitusten joukossa on yhti-
18rajoituksia, kidytetdin ndmi ylimzdrsisten muuttujien eliminoimiseen sekj
kohdefunktiosta ettd epiyhtilorajoituksista. Sen jdlkeen lasketaan kohde-
funktion osittaisderivaatat jiljelle jisineiden muuttujien suhteen, asetetaan
ndmé nolliksi ja ratkaistaan niin saatu yhtdldryhmai. Ratkaisuja saadaan
mahdollisesti useita. Sitten etsitid4n vield kohdefunktion diriarvot sallitun
alueen (t.s. sen alueen, jossa muuttujat tidyttidvit niille asetetut rajoitukset)

reunoilta, ja ndistd kaikista arvoista poimitaan paras.

X

Esimerkki: Etsittdvd luvut x,, x_ ja x ,
> > 1 2 3 2

siten, etti f(xl, x
2
-(x1 tx, 4 x, ) saa maksimin, kun lukuja rajoittavat ehdot

5)

x1+x2+x3:0
-t

x1+x2 0

xlal

Yhtdloérajoituksesta saadaan X, eliminoitua:

Sijoitetaan %, muihin lauseikkeisiin:
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2
f(xy xZ) = -2 (x, + x, + xlxz)

Osittaisderivaatat ovat nollia vain kun x, = x_ = 0

1 2 . Kyseinen piste ei

kuitenkaan tidyti rajoitusta x, > ).

1

=

s
7
“74/// >

S

/// //;~ 2

1 F
Kuva 4.1. Esimerkkitehtdvdn sallittu alue ja maksimipiste
Kuvassa 4.1 on kuvattu sallittu alue. Reunalla x, = 1 on kohdefunktio
2 . Of _
muotoa f (1, xz) = -2(x2 +x, + 1). Sen derivaatasta Ox. © -4x, -

%2

2

34
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n&hdddn, ettid tilld reunalla f saa maksimin kun X, = —% .

Tadmi ratkaisu, x1 =1, x2 = -% » on taas sallitun alueen ulkopuolella.
Kuitenkin f (1, xz):n ja sen derivaatan lausekkeista nihdiin, ettid sallitun
alueen reunalla X, = 1 f saa maksimin, kun x, = -1.  Té&llsin £(1, -1)= -2.
Tarkastetaan vield reuna X, + x, = 0. Sijoittamalla X, = =X, f:n lausek-

keeseen saadaan

T4ll4 on maksimi, kun X, = 0. Té&mé& on taas sallitun alueen ulkopuolella.

On helppo nihdi, etti sallitun alueen reunalla x, + X, = 0. f saa maksimin

kun X, = 1, x, = -1, eli samassa pisteessi kuin reunalla X, = 1. Kun
todetaan vield, etti f (xl, xz)-> -00 kun joka X, - +00 tai X, = - ,
voidaan pé&itells, etti annetun tehtivin ratkaisu on X, = 1, x, = -1, Xy = 0,

jolloin f (x., x_, x_) = -2.

1" 72" 73 )

Kohdefunktion osittaisderivaattojen yhteinen nollakohta voi olla paikallinen
maksimi, paikallinen minimi tai satulapiste, jolloin kysymyksessid ei ole
ddriarvo ollenkaan. Osittaisderivaattojen yhteisen nollakohdan luonne
voidaan selvittiid tarkastelemalla kohdefunktion korkeampia derivaattoja
kyseisessd pisteessid. Useimmiten voidaan kuitenkin kidytinnon ongelmissa
ddriarvon laatu pé&itelld suoraan, fysikaalisin tai geometrisin perustein,
eikd tdssi puututa sen vuoksi tarkemmin #iriarvon laadun miiriimiseen

korkeampien osittaisderivaattojen avulla.

Analyyttisten ratkaisumenetelmien merkitys kédytdnnsén ongelmissa on vih&inen.
Useimmiten muuttujien lukum#&rs on niin suuri, ettid kohdefunktion osittais-

derivaatoista muodostuva epilineaarinen yhtdldryhmi on mahdoton ratkaista.

Erityisen vaikeaksi tilanteen tekev#t rajoitusehdot. N#iden vaikutus voidaan
eri tekniikoilla ainakin osittain eliminoida. Tarkastellaan seuraavassa

Lagrangen kertojia ja sakkofunktiomenetelmis.
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Edellisessd esimerkissi yhtélsrajoitus hoidettiin lausumalla yksi muuttuja
muiden avulla ja eliminoimalla timi muuttuja tehtidvistd sijoituksen avulla.
Epdyhtdlsrajoitukset kisiteltiin yksi kerrallaan tarkastelemalla kohdefunktion
arvoja sallitun alueen reunoilla ja vertaamalla niiti kohdefunktion sallitun
alueen sisdlli saamiin arvoihin. Paremman tavan rajoitusten kéasittelyyn

tarjoaa Lagrangen kertojien kiytts.

Olkoon tehtdvini maksimoida kohdefunktio f (xl, .-+, x_), kun muuttujia

n
rajoittaa yksi ainoa yhtildrajoitus: g (xl, . ,xn) = G. Lagrangen kertoja
tekniikassa muutetaan kohdefunktiota f (xl, - ,xn) siten, etti se siszltii

myds rajoituksen g (x ,xn) = G. Uudeksi kohdefunktioksi tulee

RRE

B(xl,...,x JA ) = f(xl,...,xn)+ A (G-g(xl,...,xn} Yo

n

Kerrointa A , joka on tullut mukaan uutena parametrina kutsutaan Lagrangen

kertojaksi.

Lagrangen kertoja tekniikan idea on siini, etti parametrille N voidaan 16ytis

¥
sellainen arvo A , ettdi kun B (x X » ) maksimoidaan muuttujien

R

X X suhteen ilman rajoituksia, toteutuu optimipisteessid rajoitus

1
g (xl,. . ,xn) = G.  Tallsin nimittdin k.o. maksimipiste on myds alkupe -
rdisen tehtdvidn ratkaisu. Tiam3i voidaan pdételld seuraavasti: Ensinnikin
B:n optimipisteessad rajoitus g (xl, - ,xn) = G on voimassa, koska by
valittiin juuri t4t3d silmalli pitien. Toiseksi kaikissa niissi pisteissi,

joissa tdmi rajoitus on voimassa, on funktioilla f (x .,xn) ja B (x

10 R
* . . . . . . . . . .
X , A ) sama arvo. Jos f saisi jossakin pisteessd, jossa rajoitus on
n
. . . . » . . - .
voimassa, vield suuremman arvon kuin B (xl, <., X , A )in optimipisteessi,
n
saisi B siind myds juuri saman optimiarvoaan suuremman arvon. Timi

on mahdotonta.
Ongelmana on en#i timéin oikean A :n arvon loytiminen.

Tehtdvi voidaan ratkaista esim. seuraavasti: Valitaan ensin A :lle joku

mielivaltainen arvo )\ ja maksimoidaan B muuttujien x ., X _suhteen
o n

1
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tdlla A :n arvolla. Maksimin antavat pi4tésmuuttujat sijoitetaan
lausekkeeseen G - g (Xl’ c ,xn) ja lasketaan sen arvo. Muutetaan sitten
A :n arvoa vidhidn, arvoon )\1, suoritetaan uusi B:n maksimointi ja las-
ketaan G- g (xl, R ,xn):n arvo. T&dmd arvo merkitidin molemmilla ker-
rotlla koordinaatistoon M :n funktiona, ja ekstrapoloimalla (tai interpoloi-
malla, jos G - g (xl, - ,xn):n arvot ovat erimerkkiset) etsitdin likiarvo
oikealle A :lle. Jos halutaan, optimointi voidaan suorittaa vielid joillekin
timén likiarvon lidhelld oleville A :n arvoille, jolloin likiarvo saadaan

tarkemmaksi. Kuva 4.2 esittii tilannetta.

h G—g(x1.....x )

o fmmmmmmm e m e =

o

|
AN

A:n likiarvo

Kuva 4.2. Lagrangen kertojan méidriiminen

Toinen vaihtoehto N ‘n midridimiselle on se, etti tulkitaan A uudeksi

ylim&didrdiseksi pddtosmuuttujaksi ja etsitddn kohdefunktion B didriarvo

piitésmuuttujien x Xy oo s X, A suhteen. Analyyttistdi menetelm#i
n

1!
kiyttden saadaan n + 1 osittaisderivaattaa, jotka merkitddn nollaksi:

Néiiden yhtidldiden ratkaisu on my&s alkuperiisen ongelman ratkaisu, silla

dB

3, -G-¢ (xl, C ,xn). Koska timéin tdytyy olla nolla, tulee B maksi-

moiduksi sellaisella A :n arvolla, etti rajoitus on voimassa.

Tarkastelemme seuraavaa esimerkkii: 10 yksikksi vetti on jaettava



kahteen kohteeseen, toiseen X, yksikksid ja toiseen x,

kohdefunktio

2) X, (10 - xl) + x

» (20 - xz)

saa maksimin. Muodostetaan uusi kohdefunktio:

- - - A (10 -
B (xl, X, ) x) (10 xl) + x, (20 xz) + ( x,
Valitaan )\o = 1 ja suoritetaan optimointi:
98 _ 10.2x, -1-0
x 1 1
= — = 1
$ xl 42 Ao
1
x2_9E x1+x2—10-4
9B _ 20-2x. -1=0
ax 2
2
Olkoon sitten >\1 = 2
9B _ _
ax_10-2x1-2_0 < - 4 A = 2
1 3 1 1
x2:9 x1+x2-10=
9B, - ZO—ZXZ—Z: 0
axz _J

ﬂ x1 + x2 -10
\\
Q
A2
L%
A1 A
\"\\
\\
‘c\ A
\;“ K
=

Kuva 4, 3,

Lagrangen kertojan mé4rsiminen

X

38

yksikkod siten, ettty

2)'
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Likiarvo X :lle on 5. Suoritetaan optimointi t&ll4 X\ :n arvolla:
3B ) 1
— = - - = = . A =
ax1 10 2x1 5 0 x) 22 5

Huomaamme, ett4 tissid yksinkertaisessa tapauksessa lineaarinen ekstra-
C
polointi antoi tismadllisesti oikean M :n. Ratkaistaan sama esimerkki myds

jdlkimmaiiselld tavalla.

3B = 10-2x, - N =0

ax1 1 1
10-2x2 +2x1 =0 xl :ZE

9B L 20-2x. - X =0 D> 1

@
o]
™
b
[\
1
~J
N

Q

B
X -10-x1-x2 OJ

"

Tdmd tapa antaa siis saman tuloksen.

Jos kysymyksessd on epidyhtidldrajoitus g (x ,X ) = G, suoritetaan
n

R
kohdefunktion modifiointi samoin kuin edelli:

B(xl, xz,...,xn,/\) = f(xl,xz,. .,xn) + A (G - g(xl, xz,...,xn),

mutta asetetaan Lagrangen kertojalle A\ lisiehto A= 0. Lagrangen kertoja-

tekniikan idea on nyt siini, ettdi kun maksimoidaan B muuttujien Xy XZ, ce
x suhteen ja minimoidaan muuttujan A suhteen, paidytdin arvoihin Xl”’.

* * s e . . - + *
XZ’ e ,xn jotka ovat alkuperiisen tehtidvian ratkaisu. Piste Xl’ XZ’ ‘e ,xn,

on siis B:n satulapiste,.

Arvojen x;, cen ,x: optimaalisuus alkuperdiselle tehtdville voidaan paitelld
seuraavasti: Ehdon G - g (xl,. .., X_)J=0 tdytyy olla voimassa, silld jos
n

k.o. lauseke olisi negatiivinen, pienentdisi :n kasvattaminen heti B:n

arvoa, eikd kysymyksessd voisi olla A :n suhteen minimipiste. Samoin
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. > * i b
todetaan, ettd jos G - g (x1 TR )>0 (eikd = 0), on A= 0, silla A

pyrkii minimoimaan B:n. Né&in siis B:n satulapiste sijaitsee alkuperiisen
tehtividn sallitulla alueella, ja satulapisteessi B (x'; be e ey x:, X ) =f£ (x; ceny )2‘:1),
Jos f saisi jossakin sallitulla alueella vield suuremman arvon, minimoisi A
tissdkin pisteessi termin A(G - g (xl, R ,xn) nollaan ja B saisi saman

arvon kuin f. T&m&d on mahdotonta, silld e.m. satulapiste oli B:n maksimi

muuttujien X, X ., X _suhteen,
n

ot
Oikean A :n léytdmiseksi voidaan kidyttii samanlaisia menetelmii kuin yhta-
torajoituksenkin tapauksessa. Ainoa poikkeus on mukaan tullut ylimédidrdinen

rajoitus A=0.

Jos tehtdvidssd on useita rajoitusehtoja, hoidetaan kukin omalla Lagrangen
kertojalla )\i' siis lisdtddn alkuperdiseen kustannusfunktioon termi

)\i (Gi - g (xl, ce ,xn) ) kutakin rajoitusta kohti. Jos kysymyksessid on
epidyhtdlorajoitus, sitoo Lagrangen kertojaa lisdksi ehto )\i = o,

Lagrangen kertojat lisddvidt tehtdvdn muuttujien lukuméddrdsd. Niiden kdytts
poistaa kuitenkin yhtdlérajoitukset ja korvaa kaikki epdyhtdlorajoitukset
yksinkertaista tyyppiid }\ié 0 olevilla rajoituksilla. N&mi seikat helpottavat

suuresti rajoitusten kisittelyd.

Toinen merkittdivd etu, joka Lagrangen kertojilla saavutetaan, liittyy herk-

kyysanalyysiin, jota tarkastellaan seuraavaksi.

Kun suunnittelija on saattanut ongelmansa matemaattisen optimoinnin muotoon
ja ldytidnyt optimointitehtdvédn ratkaisun, on alkuperdinen ongelma vasta
puoliksi ratkaistu. Kohdefunktion, samoin kuin rajoitusehtojenkin, paramet-
rit on usein jouduttu perustamaan hyvin karkeille arvioille puutteellisista
tiedoista ja eri hydtyndkokohtien vaikeasta yhteensovitettavuudesta johtuen,
eikd matemaattisen optimointitehtidvin ratkaisu ndin ollen voi olla "viimei-
nen sana'' asiassa. Tdadrkedid on tietdd, miten optimikustannus muuttuu,

jos parametrien arvot muuttuvat. Erids tapa selvittdd asia on suorittaa

koko optimointi uudelleen n&illi uusilla ldhtstiedoilla. Jotain tietoa
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saadaan suoraan, ja paljon vdhemmailld vaivalla, l.agrangen kertojista.

Padtosmuuttujien optimipisteessd nimittdin

kuten on helppo todeta esim. tulkitsemalla B vieli Gi:nkin funktioksi ja

derivoimalla.
Tdmé& yht&ls voidaan kirjoittaa likim&iridiseen muotoon seuraavasti:

Afi = )\i ' AGi
Jos siis jonkin rajoitusyhtdlsn g; (xl, ce ,xn) = Gi rajoittavaa vakiota
Gi muutetaan pienelld mid&rslls AGi' niin timin muutetun rajoituksen
tdyttdvd maksimi eroaa alkuperidisesti )\i - A Gi :n verran. Jos Lag-
rangen kertoja on itseisarvoltaan pieni, ei vastaava rajoitusyhtils vaikuta
suuresti optimiin; optimi ei ole herkki tille rajoitusyhtilslle. Pidinvas-
taisessa tapauksessa taas rajoitusyhtdlén muutokset vaikuttavat optimi-

arvoon voimakkaasti.

Lagrangen kertojilla on erityisen merkittivi tulkinta taloudellisissa ongel-
missa, joissa kustannusfunktion dimensio on tuotto (miiri x hinta) ja joissa
rajoitukset koskevat hinnaltaan tunnettuja resursseja. T&ll6in Lagrangen
kertojat mittaavat tuoton herkkyyttd rajoitusten vaihteluille, ja niin ollen

mddrddvdt resurssiyksikslle n.k. varjohinnan.

Selvitetddn asiaa seuraavan esimerkin valossa.

Tuotteen valmistaja tarvitsee kahta raaka-ainetta, joita hinelld on varas-
tossa 10 000 kg ja 3 000 kg. Valmiiseen tuotekiloon tarvitaan edellisti

0,7 kg ja jdlkimmaistd 0,3 kg. Valmiista tuotteesta hin saa myynnissi

2 mk/kg. Optimointitehtdvinid on madriti valmiiseen tuotteeseen kaytet-
tdvdt raaka-ainemddridt siten, ettdi myyntituotto tulee mahdollisimman suu-
reksi. Ratkaisu on pdidteltdvissd suoraan. Jilkimmaéiinen raaka-ainevarasto

3 000 kg kédytetdan kokonaan ja edellisti raaka-ainetta kulutetaan 7 000 kg,
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jolloin suhde pysyy oikeana. Tuotetta tulee silloin 10 000 kg ja myynti-
tuloja 20 000 mk.

Lagrangen kertojien ja varjohintakisitteen valaisemiseksi suoritetaan
kuitenkin ongelman formaali kisittely. Jos merkitdsn valmiin tuotteen

madrdd muuttujalla x, on tehtidvinid maksimoida
f(x) = 2x
siten ettd rajoitukset

(0,7 x= 10 000)

0,3 x £ 3 000

ovat voimassa. Koska edellinen rajoitus on voimassa aina silloin kuin
jdlkimmaéinenkin, voidaan se jidttdd huomioimatta. Samoin muuttujan x
positiivisuusrajoitus voidaan jittas pois, koska negatiiviset arvot eivit

voi tulla kysymykseen optimia haettaessa.

Otetaan kdyttson Lagrangen kertoja ja modifioidaan tehtdvi seuraavasti:
B (xl,)\) = 2x + A(3000 - 0,3 x)

on maksimoitava x:n suhteen ja minimoitava )M:n suhteen siten, ettd

rajoitus A=0 on voimassa. Optimi l6ytyy ratkaisemalla osittaisderivaatat:

OB 20
~_=2-0,3 =0 = — =0
ax A 3
%3\: 3000 - 0,3 x = 0 x= 10000
N 20 . . s 1 .
Léydetty A\ :n arvo A = 3 voidaan nyt tulkita jdlkimmdiisen resurssin

varjohinnaksi: jos resurssia on yksi yksikké enemméin, kasvaa kohdefunktion
20 . . . .

arvo, myyntitulot, 3 yksikksd. T&ami on helppo tarkistaa. Jos jalkim-

miistd resurssia saadaan yksi yksikks lisdid, voidaan edellisti resurssia,

. 0 . . . .
jota jai kayttimasttd, ottaa Sl yksikko6d lis#d, jolloin tuotetta saadaan

0,3
vielda 1 + 8’_; yksikkéd, ja myyntitulot kasvavat 2 (1 + g__; ) = 23—0: )\

vksikkoa.
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Tuotteen valmistaja voi nyt verrata resurssin todellista hintaa sen varjo-
hintaan A. Jos todellinen hinta on varjohintaa pienempi, kannattaa hinen
ilmeisesti hankkia tdtd resurssia lisdd, ja lisdtd tuotteen méidridd. Pdiin-

vastaisessa tapauksessa resurssin hankinta ei luonnollisesti kannata.

Varjohintatulkintaa voidaan soveltaa myds muissa yhteyksissd. Voidaan
esimerkiksi ajatella, ettd kunta on jollakin tavalla mdadritellyt jarven
rannalla olevan virkistysalueen kuntalaiselle antaman hytdyn rahassa.
Jdrven rantamaa on virkistystoimintaan tarvittava resurssi, ja sille
voidaan mididrdtd oma varjohintansa ja verrata siti rantamaan todelliseen
hintaan. Td&dssd tapauksessa kuitenkin johtopdidtosten vetdminen ndiden
hintojen suhteesta on vaikeampaa. Jos kunta ostaa lisdd maata, siihen
tarvitaan budjetoituja varoja, mutta lisddntynyt hyoty voidaan vain kar-

keasti arvioida rahassa.

Paitsi Lagrangen kertojilla rajoitusehdot voidaan poistaa ja sisdllyttaid
kohdefunktioon n. k. sakkofunktiomenetelmilli. Jos minimointitehtdvin
kustannusfunktioon lisdtddn termi, joka sallitulla alueella saa pienii
arvoja mutta heti sallitun alueen reunoja lihestyttiessi kasvaa voimak-
kaasti, niin minimoimalla timéi modifioitu kustannusfunktio ilman mit4in
rajoituksia pdddytiidn suunnilleen alkuperidisen tehtdvin rajoitusehdot
tayttdvain optimiin. T&dmi johtuu siitd, ettd sallitun alueen ulkopuolella
olevat pisteet eividt voi minimii haettaessa tulla kysymykseen, koskapa
lisdtty termi ''sakottaa' niitdi voimakkaasti suurilla arvoilla. Kohdefunk-

tioon lisittidvii termii kutsutaan sakkofunktioksi.

Erids esimerkki sakkofunktioista on seuraava: Jos minimoitavana on

kohdefunktio f (x., x_,... ,xn) ja rajoitukset ovat g, (Xl’ x ,x ) £0,...

1 %5 gr X

= (xl, Xyperes X ) = 0, niin minimoidaan modifioitu kohdefunktio
n

B(xl,x ,x):f(xl,x

277" Tn AR gl(xl,.‘.,x) g (xl,.‘.,x)

ilman mitddin rajoituksia. Luvut kl' . ’km ovat sopivasti valittuja posi-

tiivisia vakioita. Sallitulla alueella lausekkeet gi(xl, o ,xm) ovat nega-

tiivisia. Kun lihestytddn alueen reunaa sallitun alueen puolelta, joku
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lausekkeista g (x .,x_) ldhestyy nollaa ja vastaavasti termi
m

B
-ki/gi (xl, Ce, xm) kasvaa voimakkaasti. Kuva 4.4 esittdd alkuperiisen

ja modifioidun kohdefunktion tasa-arvokidyrid kahden muuttujan tapauksessa.

A*2 AF X)

modifioidun kohde-
‘/z/ funktion tasa-arvokédyria

modifioidun kohde -
funktion minimi

1

X
=

Kuva 4.4. Sakkofunktion vaikutus kohdefunktion tasa-arvokidyriin

Sakkofunktiomenetelm& on varsin tehokas keino epayhtidlérajoitusten kisit-
telyssd. Haittapuolena on se, etti kustannusfunktion modifiointi siirtai
aina hieman optimin paikkaa. Kysymyksessd on siis likim#ddridismenetelms.
Tatd haittaa voidaan vihentdd valitsemalla kuhunkin tehtdviin mahdollisim-
man hyvin sopivat sakkofunktiot. Suunnittelijan kokemus ja taito masraavat

likiarvon tarkkuuden.

Valaistaan vield sakkofunktioiden k&yttsi seuraavalla esimerkilla. Vilje-
lijdlla on kdytossddn kasteluvettd 1 tilavuusyksikksé. Hinen on jaettava
tdmad madadrd kahdelle viljelmaille siten, ettd nididen yhteinen tuotto muo-
dostuisi mahdollisimman suureksi. Kummankin viljelm&in tuotto on ver-
rannollinen alueelle johdetun vesimé&idrin nelijuureen: aluksi veden lisdys
kasvattaa tuottoa voimakkaasti, mutta suuremmilla vesimasarillia vaikutus

heikkenee huomattavasti. Kuva 4.5 esittds tilannetta.



45

Atuotto

vesimaara

—
—

tarkastelualue

Kuva 4.5. Tuoton riippuvuus kasteluun kidytetystd vesiméairists

Verrannollisuus neliGjuureen ei voi luonnollisesti olla voimassa kovin

suurilla vesimdidrdn arvoilla. Oletetaan kuitenkin, ettd kiytdssid olevan

vesimddridn puitteissa nelidjuuririippuvuus on voimassa. Jos johdettavat

vesimdidrdt ovat vy ja VZ’ ovat tuotot vastaavasti k\/;1 ja k \/;2'

Tehtdvdnd on nyt maksimoida f = k W + kW rajoituksilla v. + v_ =1
Yy 1 2 J

1 2 ’
vlé 0, VZE 0. Jos valitaan pdidtésmuuttujiksi juoksutusten nelidjuuret,

X, = \/_v1 ja x, = \/—\;2, seki maksimoidaan f/k, saadaan tehtidviksi:

maksimoitava x1 + x2
2 2
<
xl + x2 =1
rajoituksilla X =0
~
XZ =0

Kuvassa 4.6 on esitetty graafinen ratkaisu.

) sallittu alue
o
Kmaksml,xrxz--—z-\/f

kohdefunktion
rasd-arvosuoria

Kuva 4. 6. Optimointitehtdvin graafinen ratkaisu
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Sallittu alue on yksikkdympyrdn positiivinen neljdnnes ja tasa-arvo suorat

ovat suoran X F X, = 0 suuntaiset. Kohdefunktion arvo kasvaa siirryttidessd
positiivisessa neljidnneksessi ulospdin, ja maksimi saavutetaan pisteessi

1 1 .
X, =%, =3 \/2. Timi kaikki voidaan piitelld suoraan kuvasta
Ratkaistaan sama tehtivi seuraavaksi sakkofunktiomenetelmalld. ILisdtdidn
kohdefunktioon termi, joka ei vaikuta paljoa sallitun alueen keskiosissa,

mutta pienenee voimakkaasti alueen reunoja ldhestyttdessd siten, ettd alueen

ulkopuoliset alueet eivdt voi tulla kysymykseen maksimia etsittdessd. Yk-

sinkertaisuuden vuoksi otetaan mukaan ainoastaan rajoitus xl2 + xzzé 1.
. . . . 1
Sopiva sakkotermi on esimerkki R = 2 . Kun alueen reunaa
4(x1 + %, -1)

ldhestytddn alueen sisdltd pdin, R ldhestyy arvoa -gp

Modifioitu tehtdvd on nyt seuraavanlainen:

Maksimoitava f(x = x. +x. +

2) 1 2

y X

1

ilman rajoituksia,

Derivoimalla kohdefunktio muuttujiensa suhteen saadaan yhtidlot:

(2f _ | *)
ox, B 2 2
1 2 (x1 %, - 1)
2f _ *2
L %%, 2 (xl2 + xzz -1yl

Asetetaan osittaisderivaatat nolliksi ja jaetaan ensin yhtdldiden puoliskot

keskendidn, jolloin saadaan tulos X, = X, Sijoittamalla timi ensimmdéiseen

yhtiloon pdddytddn ehtoon
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~ todellinen optimi
Ry
173V %

sakkofunktiolla Loydetty
tulos

4

/ —
” i .
LLLLL LSS L0

Kuva 4.7. Sakkofunktioilla léydetty ratkaisu

Saatu ratkaisu poikkeaa oikeasta ratkaisusta jonkin verran. Syy tdhin

on selvd: sakkotermi R = > > > "sakottaa myo6s alueen sisidlli
4 (x1 +x, -1)

olevia sallittuja arvoja; sitd enemmin mitd ldhempidnd reunaa arvot ovat.

Virheen suuruutta voidaan kuitenkin pienentidi valitsemalla parempi sakko-

funktio. Jos korvataan edellinen termi R = 1 > termilld
6 4 (x1 +x, -1)
R1 = > > , missi (S) 0 on hyvin pieni, on Rl sallitun alueen
4 (x1 +x, -1)

sisdlli pieni, mutta lihestyy taas aivan reunan ldhelld arvoa -0

Suorittamalla edelld esitetyt laskut uudelleen saadaan yhtdlst

Jos annetaan kertoimen & lihestyd nollaa, lihestyy sakkotermi R1 sallitulla

alueella kohti nollaa, mutta reunalla se on aina - G0 . Ratkaisun antavat

yhtdlst ovat tilldin

1 .
joista saadaan tulokseksi x, = = E \/E , sama kuin tarkka ratkaisu.

1= %
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Edelld kuvattu raja-arvomenettely ei tietenkiin onnistu realistisissa tehti-
vissd, joissa ratkaisun antavia yhtadlsitd on mahdoton kirjoittaa suljetussa
muodossa. Till6in on vain pyrittivd muodostamaan mahdollisimman hyvi

sakkofunktio, ja hyviksyttivd laskennan tulos optimipisteeksi.

Useissa tehtdvissd rajoitusehdot eivit ole niin ehdottomia, etteikd niisti
tarpeen vaatiessa voitaisi hieman joustaa. T&llsin puhutaan pehmeists
rajoituksista (soft constraints). Tallaisiin pehmeisiin rajoituksiin sakko-
funktiomenettely sopii hyvin. Jos laskettu optimipiste sijaitsee hieman
sallitun alueen ulkopuolella, voidaan se silti hyvdksysd, koskapa rajoitus

on ''pehmed" ja sitd on rikottu vain vihin.
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5. Gradienttimenetelmat

Olkoon tehtdvdnid maksimoida kahden muuttujan funktio
2 2
f(x, v) = -x -2y +4x +4y - 6

ilman rajoituksia. Kuvaan 5.1 on hahmoteltu joitakin f:n tasa-arvokiyrii,

t.s. kdyrid, joilla f (x,y):114 on vakioarvo.

Kuva 5.1. Kohdefunktion tasa-arvokadyrit

On helppo todeta, esim. f(x,y):n osittaisderivaatoista

9f af
3% = -2x +4 , y-—4y+4,

ettdi f(x,y):114 on maksimi pisteessd x = 2, y = 1, jossa f = 0.
Seuraavaksi suoritetaan maksimointi gradienttimenetelmii kiyttiden.
Lihdetddn liikkeelle jostakin pisteestid (xo, yo), joka pyritdidin arvioimaan
mahdollisimman l&dhelle maksimia, ja lasketaan f:n arvo tidssi pisteessi.
Otetaan lihtépisteeksi (-1, -1), jolloin f(xo, yo) = f (-1, -1) = -17.
Lasketaan my&ds molempien ensimméiisten osittaisderivaattojen arvot k.o.
pisteessi: g—i (xo, yo) = 6, g}f' (xo, yo) = 8.

Koska osittaisderivaatat eivit ole nollia, ei (xo, yo) ole maksimpiste.

Lasketuista osittaisderivaattojen arvoista voidaan kuitenkin muodostaa f:n
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e N , I L - _
gradientti plsteéssa (xo, YO')' vi (xo,yo) = ax(xo,yo) T+ 55 (xo,yo) 7 =

6i + 83 . Kun tiedetsisin, etti fin gradientti jossakin pisteessid niyttis
suunnan, johon liikuttaessa f kasvaa voimakkaimmin, kannattaa f:n
maksimia lidhted etsim&in juuri tdsti suunnasta. Valitaan siis jokin
askelpituus k, esim. k = 2, ja edetdin pisteests (xo, yo) = (-1, 1) gradien-
tin suuntaan kakkosen pituinen askel pisteeseen (xl, yl). Pisteen (xl, yl)
koordinaateiksi saadaan

ar )

dx o' ’o

1 x + k TNvE (x v ) x )
o IvE(x,y )

"
Il

af
L3 (x,y.)
Ivf(xo’yo)l

eli

6

5 I o T~ S

8

Y71t SEpre < %6

Tilanne on esitetty kuvassa 5.2

b7

x

Kuva 5.2. Gradienttimenetelmin kulku
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Funktion f arvo pisteessa (xl, yl) on -3,56, siis paljon suurempi kuin

pisteessi (xo, yo). Lasketaan seuraavaksi gradientti pisteessa (x1 yl):
3 — , af rs ry T
s = ’ 5 ' = ’ 1’
vi (x1 yl) - (x1 yl) i+ ay (x1 YI)J 3,6i + 1,6 j

ja edetddn sen suuntaan jilleen kakkosen pituinen askel, pisteeseen

(xz, y2) (ks. kuva 5.2), jossa

x2:0,2+2' 3’62 5 *2,03
V3,6 +1,6°

y, =06 +2 - —L& o) 4

2 V3,6?‘+1,62

Funktion f arvo pisteessi (XZ’YZ) on noin -0,34, joten piste (xz, yz) on
taas lihempdnd optimia kuin piste (xl, yl).

Ndin jatketaan. Edettiessi kakkosen pituinen askel pisteests (xz, YZ)
gradientin suuntaa, joudutaan pisteeseen (2, - 0, 6), missi f:114 on arvo
-6,55; pienempi kuin edellisessi pisteessi. Palataan edelliseen pistee-
seen, pienennetdin askel puoleen, ja edetdin gradientin vi (XZ’ yZ)
suuntaan vain ykk&sen pituinen askel, pisteeseen (2, 0,4). Tissi f:114
on arvo -0,72. Koska tdmikin on vield huonompi kuin f(xz, YZ) = -0, 34,
palataan taas pisteeseen (xz, YZ)’ pienennetiin askel puoleen edellisests
ja edetdin gf (xz, yz):n suuntaan puolikkaan pituinen askel. Nyt joudu-

taan pisteeseen (x3, y3) = (2, 0,9) jossa f = -0,02.

Gradienttimenetelmin yleinen kulku on nyt tullut esitetyksi. Edellisests
pisteestid edetdin gradientin suuntaan (minimointitehtdvissi negatiivisen
gradientin suuntaan) sellaisella askelpituudella, etti uudessa pisteessi
saatu f:n arvo on edellistd parempi. Jos uudessa pisteessd f:n arvo on
edellistd huonompi, palataan edelliseen pisteeseen, puolitetaan askelpituus
ja yritetddn uudelleen, ja puolittamista jatketaan niin kauan kunnes uusi
piste on edellisti parempi. Algoritmi lopetetaan, kun askelpituus on pie-
nentynyt alle jonkin sopivaksi katsotun rajan. Viimeiseksi saavutettu piste

hyviksytddn sitten optimipisteeksi. Algoritmin kulkua voidaan kuvata



kuvassa 5.3 esitetylld kulkukaaviolla.

Valitse alkupiste
ja askeleen pituus

Laske f ja Vf tdssi
pisteessi ja siirry
uuteen pisteeseen

Laske f uudessa

pisteessi
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paraniko- > Kylld
f:n arvo
P

ei

laske f ja siirry
uuteen pisteeseen

Palaa edelliseen pisteeseen
pienenni askel puoleen ja
siirry uuteen pisteeseen

askel alle lope—“>

tusrajan 4

~—— P
x_\__\-\- -//

\ g

kylld
( lopeta

Kuva 5. 3.

Gradienttimenetelmdidn kulkukaavio

Seuraavat gradienttimenetelmii koskevat seikat kannattaa panna merkille:

Esimerkkitapauksessa muuttujia oli vain kaksi.

tujan tapauksiin on kuitenkin tidysin suoraviivainen.

mdird nousee toiselle kymmenelle,

Yleistys useamman muut-

Jos muuttujien luku-

alkaa menetelmin hallinnassa ilmeti
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vaikeuksia, varsinkin jos kohdefunktio on kovin episiinnéllisesti kiyttaytyva.

Gradientit laskettiin edelld analyyttisistd lausekkeista. Yhtd hyvin voidaan

kdyttda osittaisderivaattojen diskreetteji approksimaatioita. Esim.
o1 (x , y ) voidaan korvata lausekkeella 1 (f(x +h, y)-f(x, vy)).
Jx o o h o o o o

Té&td varten on laskettava f:n arvo paitsi pisteessi (x , yo), my&ds jossakin
o

ldheisessd pisteessi (xO + h, yo).

Jos kohdefunktiolla on useita maksimeita, voi gradienttimenetelms johtaa
paikalliseen maksimiin, joka on globaalista maksimia huonompi, ks. kuva

5.4. Oikea maksimi 18ytyy vain, jos alkupiste (x0 yo) on tarpeeksi hyvin

globaali mukgimi

“huono”paikallinen
maksimi

P
=

Kuva 5.4. Gradienttimenetelms johtaa lédhimp&ddn paikalliseen
maksimiin
valittu. Sen tdytyy sijaita ''oikealle huipulle johtavalla rinteelli'.
Ainoa keino alkuarvon saamiseksi tille rinteelle on kyllin hyvd ennakko-

kisitys ongelmasta ja optimin sijainnista.

Fdelld askelta pienennettiin puolittamalla se joka kerta. Muitakin pienen-

nysohjelmia voi kidyttdd, mutta puolittaminen on varsin hyvid vaihtoehto.

Ellei kohdefunktion luonteesta ole edelti k&sin tarpeeksi hyvidi kuvaa, ei
lopetettaessa voida ollenkaan tietdd, kuinka lihelli todellista optimia
ollaan. Sellaista lopettamiss&intsi, joka takaisi optimin ldheisyyden, ei

liene olemassakaan. Paras tapa on hankkia kyllin hyvi intuitiivinen kuva
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tilanteesta.

Joissakin gradienttimenetelmien parannetuissa versioissa, nk. konjugaatti-
gradienttimenetelmissa, pyritdin kiyttimasin hyviksi myds toisia derivaat-
toja ja ndin kiihdyttimiin menetelmin konvergenssia. N#iss4 menetelmissi

joudutaan suorittamaan matriisin

invertointi jokaisella askeleella, ja timi on paljon laskenta-aikaa vaativa
toimenpide. Yksinkertaisissa tapauksissa konvergenssi on gradienttimene-
telmédn perusmuodossakin hyvi, ja monimutkaisissa tapauksissa parannetun
version arvo on kovin kyseenalainen. K#ytidnnsn ongelmissa ei yleensi

toisten derivaattojen k&ytsll3 saavuteta mit4isn hyotyd.

Jos ongelmassa on muuttujilla rajoituksia, gradienttimenetelmien kaytts
vaikeutuu huomattavasti. Yht4lérajoitukset voidaan hoitaa Lagrangen kertoja
tekniikalla, tosin samalla on muuttujien lukumiairis lisattivi. Myos joitakin
yksinkertaisia epidyhtdlsérajoituksia voidaan kisitelld; menetelmis kutsutaan
gradienttiprojektiomenetelmiksi. N&imi soveltuvat parhaiten lineaa.risiin,

siis muotoa

g(xl, xz,...,xn) :a1x1+a2x2 +...+anxn = bn

oleviin rajoituksiin. Gradienttimenetelms yhdessi sakkofunktiomenetelmin
kanssa on hyvin kiyttskelpoinen yhdistelmi. Mainituksi tulleista varauksista
huolimatta gradienttimenetelma kuuluu kaikkein kéyttokelpoisimpiin epili-
neaaristen tehtivien optimointimenetelmiin. Jos kohdefunktio on kovin epé-
sddnndllinen ja jos muuttujien lukumiiri nousee toiselle kymmenelle, on

gradienttimenetelmd usein ainoa, joka voi tulla kysymykseen.

Lopuksi ké&sitelldidn vield esimerkki. Kymmenen vuoden aikana on

mitattu kuukausisadannat xij
ndihin mittaustuloksiin halutaan sovittaa funktio

s 1i=1, 2,...,12; i=1,2,...,10, ja
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f(i) = A+Bsin(Ci+D) , i=1,2,...,12

siten etti virheiden nelisiden summa

12 10 »
S(A, B, G, D) - (€@ - x;)
i=1 ji=1
12 10 2
- (A +Bsin (Ci + D) - xij)
i=1 i=1

on mahdollisimman pieni.. Toisin sanoen, muuttujille A, B, C ja D halu-
taan 18ytds sellaiset arvot, ettd kohdefunktio S (A, B, C, D) saa minimin,
ks. kuva 5.5.

XX x
XX X
x

£
3 x X
% x
x
P> 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Kuukaysi

Kuva 5.5. Kéiyrdn sovittaminen mittauspisteisiin

Ratkaisu aloitetaan merkitsemilld sadehavainnot koordinaatistoon, piirti-
milld siihen sinikdyrs, joka silmimiiriisesti sopii hyvin mittauksiin

ja lukemalla sinikiyrin parametrit 'Ao, Bo’ C0 ja Do’ jotka wvalitaan
muuttujien alkuarvoiksi. Sitten lasketaan virheiden nelididen summa n#ills

parametreilld, lasketaan osittaisderivaatat
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e =Y ) 2(a+Bsin (Gi + D) - ;)

Q_ ZZZ sin (Ci + D) (A + B sin (Ci +D) - x,,)

1)

Uﬂ

olm

ZZZiB cos (Ci + D) (A +B sin (Ci +D) - x,,)

as =ZZZB cos (Ci +D) (A + B sin (Ci + D) - x..),

aD &

muodostetaan gradientti alkupisteess4, valitaan askelpituus ja l&hdetdsn

toteuttamaan optimointia edelli esitetyn kulkukaavion mukaan.

Kyseessd on tyyppiesimerkki tehtivistd, jonka ratkaisemisessa gradientti-

menetelmi on omaa luokkaansa.
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6. Lineaarinen optimointi, duaalisuus, Simplex-algoritmi

Jos matemaattisen optimointitehtdvin sekid kohdefunktio etti rajoitusepa-

yhtdlst ovat lineaarisia:

maksimoitava f = clx1 + CZXZ +...+ cnxn
.. . <
rajoituksin 211%, 13125 +.o..+ 3.5, b1
o<
] Farf1 T A et AX, 56,
4
aml l+am2x2+ -t a'rnnxn brn
a ] S
Xl 0, xZ 0, ’xn O ]

missd X +»X _ovat tehtdvin pdidtssmuuttujat ja
n

yeee,d tunnettuja vakioita, on
12 mn

kysymyksessa lineaarisen optimoinnin (tai lineaarisen ohjelmoinnin) tehtdva.

Lineaarinen optimointi on varsin hyvin hallittu optimointimenetelmda. Lihes
kaikkiin suurempiin tietokoneisiin on olemassa hyvin toimivat kirjasto-ohjel-
mat, jotka pystyvidt kidsittelemidin jopa tuhansien muuttujien suuruisia teh-
tivid. Jos ongelma on hyvin miiritelty ja koodaus tietokoneelle oikein

suoritettu, ei ratkaisun l6ytymisessi ilmene vaikeuksia.

Lé&hdetddn tutustumaan lineaariseen optimointiin seuraavan esimerkin valossa.

Vaikka esimerkki on yksinkertainen, siiti ilmenee kaikki lineaariselle opti-

moinnille olennaiset seikat. Altaassa on vettd kaytettivissi

6 3 .. . ‘o . .
100- 10" m~. Siitd halutaan juoksuttaa osa viljelmille kastelua varten ja
osa voimalaitokselle energian tuotantoon. Viljelmille voidaan johtaa kor-

6 3

3
keintaan 60- 10" m~ ja voimalaitokseen tarvitaan vahintiin 20- 10° m-.
. . 3
Voimalaitokseen lasketusta vedesti saadaan hystyd 1 p /m~ ja kastelu-

3
vedestd 2 p/m”. Tehtdvind on nyt masdriti kasteluun ja voimalaitok-
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seen ohjattavat vesimé&idrit siten, ettd kokonaishydty tulisi mahdollisimman

suureksi.

Pédidtdsmuuttujina optimointitehtdvidssid ovat kasteluun ja voimalaitokseen

ohjattavat vesimddrit X, ja x Koska altaassa on vettd kiytettivissa

5"
100- 10 m3, on oltava voimassa ehto

(6.1) x, +x_ %2100. 10

. . 6 3 . .
Kasteluun voidaan juoksuttaa korkeintaan 60-:10 m~ ja voimalaitos tarvitsee
6
ainakin 20- 10 m3, joten
6

(6.2) x €60 107 ja

(6. 3) x, ® 20 10° .

Lisdksi ohjattavat vesimddridt eividt vol olla negatiivisia, joten

(6.4) X, 20 ja
.5 20
(6.5) x,
Yhtdls (6.5) seuraa jo automaattisesti yhtdldsta (6.3), mutta siihen ei
tarvitse kiinnittdd tdssd mitddn huomiota. Yhtdlst (6.1) - (6.5) ovat

tehtdvdn rajoitusepdyhtdlot., Huomaamme, etti ne ovat kaikki lineaarisia

muuttujien 3 ja x, suhteen.

Piirretddn seuraavaksi yhtdldiden (6.1) - (6.5) midrdaméit suorat koordi-

naatistoon, jossa akseleina on muuttujat X ja x_, kuva 6.1,

2’
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Kuva 6.1. Esimerkkitehtivin muuttujataso

Suorien viereen on piirretty varjostus sille puolelle tasoa, jossa k.o.
epdyhtdls on voimassa. Kuvasta 6.1 on helppo todeta, etti tehtivin sal-

littu alue on nelikulmio ABCD.

.. 3, . .
Kasteluun kiytetystd vedestd saatiin hystyd 2 p/m” ja voimalaitokseen

3
ohjatusta vedestd 1 p/m”. Kohdefunktio on siis

(6. 6) f (xl,xz)z le t X,

Huomaamme taas, ettd f (Xl’ x_) on muuttujien X ja x_ lineaarinen funktio.

2) 2

Kisilld oleva optimointitehtdvid voidaan nyt lausua seuraavasti: Sallitusta

alueesta on etsittivi piste, jonka koordinaatit antavat f (xl, x_):1le mah-

5)
dollisimman suuren arvon.

Kuvaan 6.2 on piirretty taas (xl, xz)-taso sekd kaikki rajoitusepiyhtdlst
toteuttavien pisteiden muodostama sallittu alue. Kuvaan on lisiksi piir-
retty joitakin kohdefunktion tasa-arvosuoria: suoria joiden jokaisessa

pisteessd kohdefunktio saa saman arvon.
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% _t=12 mmk
A 2 -
D 2 _‘/f =15 mmk
..//f =16 mmk
’__’_,f =19 mmk
A
10-1Pm31

10 - 1% \ A\ \%1

Kuva 6.2. Muuttujien sallittu alue ja kohdefunktion
tasa-arvosuorat

Tasa-arvosuorien yhtdls on muotoa (6.7)

(6.7) X, = -le + f.
Muuttelemalla f:n arvoa saadaan eri tasa-arvosuoria. Kaikki suorat ovat
yhdensuuntaisia, ja suoraan liittyvd kohdefunktion arvo kasvaa siirryttiessa
positiivisesta neljdnneksestd ulospdin, nuolien suuntaan. Kuvasta 6.2 on
helppo todeta, ettd optimiratkaisu 16ytyy nurkasta C. Optimointiongelman
[ 60- 10° m>

40- 106 m3

ratkaisu on siis: X

1

1x2

i

f(Xl,XZ) = 16 mmk

-
Seuraavassa kootaan yhteen piirteet, jotka ovat tyypillisid esimerkki-
tehtdville, samoin kuin lineaariselle optimoinnille yleensd. Kohdefunktio

f on muuttujiensa x., x_,..., x lineaarinen funktio:
n

17 72
(6.8) f=rcx, +c,x, +...4c x

Esimerkissi f(xl, xz') = 2x. + x_.
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Muuttujia rajoittaa joukko lineaarisia epdyhtdlsitd, jotka kaikki optimirat-

kaisun on toteutettava:

-
a.llx1 + alZXZ +. +a1nxn = b1
a + a__x_ + +ta_. x <€ b

<
am1x1+ amZXZ +. +arnnxn = bm

.
I"’
F
x1 0
x = 0
(6. 10) 12,
x =2 9
n
_
1 6
Esimerkissi xl + x2 =% 100- 10
- 6
6
- = _20- 1
x2 0
-
x1 = 0
=~
x2 0

Epdyhtdlsitda voi olla enemmin, yhtd paljon tai vihemmén kuin paidtésmuut-
tujia. Jos joku rajoitusyhtidls seuraa automaattisesti muista (vertaa (6. 5)),
sen vol jdttdd pois, mutta yhtd hyvin se voi olla mukana. Ei siis ole
mitdédn tarvetta tarkistaa, onko epidyhtildiden joukossa ''ylimdairdisia'.
Epadyhtdldiden méidrdima sallittu alue on esimerkissi suorien rajoittama
monikulmio. Yleisesti, kun muuttujia on n kappaletta, on sallittu alue
n-l-dimensioisten tasojen rajoittama monitahokas. Kohdefunktion tasa-
arvojoukot ovat n-l-dimensioisia tasoja. Ndiistd seikoista johtuen optimi-

piste sijaitsee aina jossakin sallitun alueen kérjessi.
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Yleensd sallittu alue on rajoitettu. Jos nidin ei ole, saattaa kohdefunktio

saada sallitulla alueella mielivaltaisen suuria arvoja, jolloin ongelmalla

ei ole optimiratkaisua. Esimerkki: Maksimoitava f = x1 - %, rajoituksilla

Ax F=15F=25 F=3.5

Kuva 6.3. Kohdefunktio saa sallitulla alueella

mielivaltaisen suuria arvoja

Voi kdydid myés niin, ettd sallittu alue on tyhj&d, t.s. epdyhtdlst eivit ole

yhtiaikaa voimassa millddn muuttujien arvoilla.

Esimerkki: Maksimoitava f = X, %, rajoituksilla x_ =1, x, < ], X 4%, > 3,
X, 2 0, x, = 0. On helppo nihdid, ettd kolme ensimmdéistd epdyhtdlod

eivdt voi koskaan olla yhtd aikaa voimassa. Ongelmalla ei ole ratkaisua.

Yleensd kidytidnndn ongelmissa kuitenkin sallittu alue on rajoitettu, mutta ei
tyhjd, joten edelld olevia vaikeuksia ei pddse syntymdadn.

Jos joku epidyhtdldiden méadrddmistd tasoista on saman suuntainen kuin kohde-
funktion tasa-arvotasot, voi kidydd niin, etti optimi saavutetaan useissa
sallitun alueen nurkissa. Ta4lldin on tidméin tason sallittua aluetta rajoittavan
osan jokainen piste optimipiste. Nyt tehtdvdn ratkaisu ei ole yksikéidsitteinen.
Optimiratkaisuista voidaan sitten kdytdnnon tarpeisiin valita mika tahansa.
Esimerkki: Maksimoi f = X, + %, rajoituksin @ x, = 2, @ =x,6 =2,

1 2
(:) - > (5) =
Xy + XZ 3, (E) X 0, x2 0,
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Sallitty ——f /Ay —Optimiratkaisut
alue L 175 @
1

Kuva 6.4. Esimerkki useista optimiratkaisuista

Nurkat X, = 2, X, = 1 ja Xy = 1, x, = 2 ovat molemmat optimaalisia;

samoin on jokainen piste nididen nurkkien viliselld suoran x, + x, = 3 osalla.

1 2
Lineaarisen optimoinnin tehtdvidssd voi esiintyd my6s yhtdlérajoituksia.
Néaistd voitaisiin jokaisesta yksi muuttuja ratkaista toisten avulla ja sijoittaa
sille saatava lauseke muihin yhtdldihin, epiyht#lsihin ja kohdefunktioon.

Tietokonetta kidytettiessd tédtd ei kuitenkaan tarvitse tehdid, vaan yhtédlorajoi-

tukset voidaan ottaa mukaan sellaisinaan.

Seuraavaksi tarkastellaan hieman laajempaa esimerkkii. Viikon aikana

6

on altaasta, jonka varastotila on 10 . 10 m3, juoksutettava vetti kahdelle

kastelualueelle (maarit 3 ja x teollisuuslaitokselle (médrsd x_) ja voima-

2)’ 3)
laitokseen (midra X'—l). Molemmilla kastelualueilla saadaan hyétyd 2 p/m”,

teollisuuslaitokselle pumputtavasta vedesti tulee hyostya 0,5 p/rn3 ja voima-

. 3 . . .
laitoksen tuottama hydéty on 1 p/m”~. Ensimmadiselle kastelualueelle voidaan
. 6 3
pumputa korkeintaan 6 - 10  m~ ja toiselle korkeintaan 4 - lO6 m3. Yhteisen
lahtoputken kapasiteetista johtuen voidaan alueille yhteensi pumputa korkeintaan

6 3 6

. . . . 3. .
8 - 10" m~. Teollisuuslaitos voi kadyttdd enintddn 2 . 10 m~, ja se tarvitsee
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. 6 3 ! . . .
vettd vidhintddn 10  m~. Voimalaitokseen voidaan Juoksuttaa vetti korkeintaan

8 - 106 rn3.

Kohdefunktioksi saadaan

.11 =
(6.11) f 2x1 + sz + 0, 5x3 tox,,
ja rajoitusepidyhtilsiksi
.F + x + x +x‘10'106 Fx>o
*1 4= 1
< 6 Y
X £ 6-.10 x. =20
1 6 ) 2
= . E 3
x2 4-10 x3 0]
6
= =]
(6.12) 4 X + x, = 8- 10 x, 20
6 N
= 2-:10
*3
6
- < _1-10
*3
6
< .
x4 = 8-10
.
Nyt kun vakiot a, , i=1, 2,...,m, j=1,2,...,n, b,, i=1,2,...,m
ij i

ja c, j=1,2,...,n (vrt. (6. 9), (6.10)) tunnetaan, tehtivi voidaan koodata
J
tietokoneelle kirjasto-ohjelman ohjeiden mukaan, ja koneelta saadaan valmis

ratkaisu.

Yhtdlst (6.8) - (6.10) esitetdin usein matriisimuodossa: Maksimoitava f = ¢ x
<

rajoituksin A x b, x= 0. Viimeinen esimerkkitehtivi on matriisimuodossa
kirjoitettuna: ' 6
max (2,2 1 1) [ x rajoituksin bbb "1 o 106 "1 °
T2 1 , 0, 0, 0 xzﬁ 6-10,x230
*2 0, 1, 0,0 x, 4. 10° x, 0
x3 1, 1, 0, © x4 8 - 10(; X, 0
X, 0, 0, 1, 0 2 - 106
0, 0, -1, 0 -1.10
0, 0, 0, 1 8 lO6



Jokaiseen lineaariseen optimointitehtdvain liittyy n.k. duaalitehtivi, joka
on my6s lineaarinen. Se muodostuu samoista parametreistd kuin alkupe-
rdinen tehtdvd, mutta parametrien roolit ovat vaihtuneet.

Lineaarisen optimointitehtidvian

i it f= e
maksimoitava clx1 + c2x2+ +cnxn
r
.. . -
rajoituksin allx1 + a12x2+. oot a X b1
-
4 azlx1 + a22x2+. + aann b2

tai matriisimuodossa

maksimoitava f = ¢ x

rajoituksin Ax £b, x 20,

duaalitehtdvd, missd muuttujia on merkitty y.:114, on seuraava:
1

minimoitava g = b1 Vi + b2 y2+. cot bm v
rajoituksin (a y, ta_.y +...+a v >
1171 2172 1

=
%a12y1+a22y2+...+a y c

TR T

=
Zny2+ et amnym “n
.
=0, y.=20,... 20
Yl 2 Yz 3 3 Ym 3’

ja matriisimuodossa

minimoitava g =by
rajoituksin Ayac, y=20.
Kutsumme jatkossa alkuperdistd lineaarisen optimoinnin tehtivdd primaali-

tehtdviksi. Primaalitehtdivdd ja sen duaalitehtiviid tarkasteltaessa todetaan,

ettd edellisessd on muuttujia yhtd paljon kuin jilkimméaisessi epidyhtilora-

joituksia, n kpl (kun positiivisuusepdyhtdlst jatetddn pois laskusta). Samoin
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edellisessd on epidyhtdldrajoituksia saman verran kuin jalkimmdéisessi
muuttujia, m kpl. Edelleen, kohdefunktion parametrit ja epdyhtdlorajoi-
tusten vakiot vaihtavat primaali- ja duaalitehtidvissi paikkaa, epidyhtdls-
rajoitusten matriisi A on duaalitehtidvissid transponoitu AT, epdyhtidldiden
suunta muuttuu (paitsi positiivisuusepiyhtdlsissa), ja primaalitehtdvin
maksimointi vaihtuu duaalitehtivissi minimoinniksi. On helppo todeta,
ettd jos edelld esitetylle duaalitehtdville muodostetaan vieli duaalitehtivi,
tuloksena on alkuperdinen primaalitehtdvid. Niin ollen primaalitehtdivi on
luonteeltaan aivan samanlainen kuin sen duaalitehtdvikin, ja on tdysin
samantekevdd, kumpaa tehtdvistd kutsutaan primaalitehtdviksi ja kumpaa
duaalitehtdviksi. Kyseiset tehtivit muodostavat symmetrisen duaalisen

parin. Té&td symmetriaa voidaan kuvat oheisella taulukolla:

b4 xZ . Xn -1
Y1 11%12 " ®1p 1 =0
Y2 221%22 "t % | Py | =0
Ym mlamZ' "amn bm =0
-1 €p Cye e . 0 = cx (max)

Primaalitehtdvd saadaan lukemalla taulukkoa vaakasuoraan, kertomalla

ylhdalld oleva muuttuja nelitssid olevalla vakiolla ja laskemalla yhteen yli
vaakarivin. Duaalitehtdvd puolestaan saadaan lukemalla taulukkoa pysty-
suoraan. Sivulla olevat muuttujat kerrotaan nelitssi olevilla vakioilla ja

lasketaan yhteen pitkin pystyrivii.

Lineaarisen optimointitehtdvin ja sen duaalitehtivin muodostamalla parilla

on seuraavat ominaisuudet:

1° Primaalitehtdvidlld on ratkaisu silloin ja vain silloin, kun sekd primaali-

ettd duaalitehtdvén sallittu alue on ei-tyhji. T4&lléin molempien kohde-
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funktioiden optimiarvo on sama.

2 Maksimoitavan kohdefunktion arvo on jokaisessa sen sallitun alueen pis-
teessd pienempi tai yhtd suuri kuin minimoitavan kohdefunktion arvo

missd tahansa sen sallitun alueen pisteessa.

3" Jos toisella tehtdvilld on sallittuja ratkaisuja mutta toisella ei, saa
edellisen tehtdvidn kohdefunktio sallitulla alueella itseisarvoltaan mieli-
valtaisen suuria arvoja ja kiidntien. Talléin kummallakaan tehtdvills

ei ole optimiratkaisua.

4~ Edelld olevasta taulukosta nihdddn, ettd tehtdvin jokaista epayhtilérajoi-
tusta vastaa sen duaalitehtivdn erds muuttuja ja vastaavasti jokaista
muuttujaa sen duaalitehtdvin erds epdyhtdldrajoitus. Jos tehtdvin optimi-
pisteessd jokin epidyhtdlérajoitus toteutuu yht#léni, niin duaalitehtivin
vastaava muuttuja on tdmén tehtdvdn optimipisteessi positiivinen. Jos
taas tehtdvidn optimipisteessd joku epdyhtidldrajoitus toteutuu epiyhtiléni,
niin duaalitehtidvin vastaava muuttuja on tdmin tehtdvin optimipisteessi

nolla.

Edelld esitetty kahden lineaarisen optimointitehtdvidn vilinen duaalisuus esiin-
tyy huomattavasti yleisempienkin optimointitehtivien yhteydessi. Ominaisuus
1° on n.k. min-max teoreeman erds seuraus. Paitsi teoreettista mielen-
kiintoa on duaalisuudella myds jotakin kidytdnnén merkitysti. Ominaisuuden
2° nojalla saadaan maksimoitavan funktion optimiarvolle yliraja laskemalla
duaalitehtdvdn kohdefunktion arvo jossakin sen sallitun alueen pisteessi.
Ominaisuuden 4° nojalla jomman kumman tehtivdn ratkaisusta saadaan hel-
posti myds toisen tehtdvédn ratkaisu. Niin ollen tehtdvisti ja sen duaali-

tehtdvidstd tarvitsee ratkaista vain se joka on helpompi.

Tarkastellaan vield duaalista tehtidvidparia

maksimoitava f=c x +...4c x
171 nn
joituksi a ... ta = b
rajoltuksin 11x1+ + lnxn 1
a X, +...+a x =]
ml 1 mn n
x, 20 .,x =0



68
ja
minimoitava g=>

. . . =
rajoituksin a11y1+. ota Y c

Muodostetaan edellisen tehtdvdn kohdefunktion Lagrangen kertojien tekniikkaan

liittyvd modifikaatio:

(6.13) B = c Xt de X +yy (b1 PR -alnxn) +oo0 4
Y (bm T qmi1F1T -amnxn)’
missé Yo Ypreees ¥V ovat primaalitehtdvdn Lagrangen kertojat. Syy siihen,

ettd nditd on merkitty samoilla symboleilla kuin duaalitehtdvdn muuttujia,

selvidd kohta. Duaalitehtdvdn kohdefunktion Lagrangen modifikaatioksi saadaan

(6.14) D = by +.etb vy +x (c1 - A,y -amlym)+. A
tx (cn -a; vy -amnym),
missad Xpvoema X ovat puolestaan duaalitehtidvdn Lagrangen kertojat. Yhti-

loistd (6.13) ja (6.14) todetaan, ettd formaalisti B ja D ovat samat muuttu-

jiensa x R ZTEEERD A funktiot. Tdstd seuraa, ettd duaalitehtdvén

1 X,

muuttujien arvot optimipisteessd voidaan tulkita primaalitehtdvidn kohdefunk-

tion optimiarvon herkkyyksiksi rajoitusepdyhtidlsiden vakioiden b .,brn

17
muutuoksille (vrt. luvun 4 herkkyysanalyysi). Samoin tietysti primaaliteh-

tdvdn muuttujien arvot optimipisteessd voidaan tulkita duaalitehtdvdn kohde-

funktion optimiarvon herkkyyksiksi rajoitusepdyhtildiden vakioiden CprreesCl
muutoksille. Siis molempien tehtidvien optimipisteissa

d f . og

éb._yi’l—l’ 2,...,m ; Sc =x, 1=1, 2, ,h
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Duaalitehtdvdn muuttujien optimiarvot esittdvit siis primaalitehtivin varjo-
hintoja, ja k&didntden primaalitehtdvin muuttujien optimiarvot ovat duaali-

tehtdvdn varjohinnat.

Numeeriset tietokoneohjelmat antavat paitsi primaalitehtidvin optimiratkaisun

my6s herkkyydet seki rajoitusepidyhtidldiden parametrien b .,brrl ettd

e
kohdefunktion parametrien CpreeesC suhteen.
n

Jos lineaarisen optimoinnin tehtdvilld on vain kaksi tai kolme muuttujaa,
tehtdvd voidaan ratkaista geometrisien tarkastelujen avulla. Kiytinnédn
tarkoituksiin tdm& on tietenkin tdysin riittimitonti. Tietokoneohjelmat
ratkaisevat lineaarisen optimoinnin tehtdvidt numeerisella algoritmilla,

jota kutsutaan simplex-algoritmiksi.

Jotta lukija saisi jonkinlaisen ki#sityksen tdstd algoritmista, tarkastellaan
sitd yksinkertaisen esimerkin valossa. Algoritmin yksityiskohtaisempaan

esittelyyn emme kuitenkaan ryhdy.

Tarkastellaan tehtidvii
maksimoitava f = 3x. + 2x

rajoituksin 2x, +x =6

Kuvassa 6.5 on tehtdva ratkaistu geometrisesti.
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Lo A 10
Optimipiste: X = — X, = =
,.-'f ptimip 1 3 273
3x,I * 2x2 = vakio
x'l + 2X2 = 8
Kuva 6.5, Simplex-algoritmin kulku
Madritellddan kaksi uutta muuttujaa, S ja s,
5, = 6 - le - X,
= 8 - -2
s, 8 X x
Tarkastelemalla epiyhtilérajoituksia havaitaan, ettd sallitulla alueella
s, ja s, ovat ei-negatiivisia. Ne itse asiassa juuri ilmoittavat, minka

verran epdyhtdlérajoitusten vasen puoli on pienempi kuin oikea, kuinka suu-
rella marginaalilla rajoitukset ovat voimassa. Naits uusia muuttujia s, ja s,
kutsutaan pelivaramuuttujiksi (tai slackmuuttujiksi engl. termin slack variable
mukaan). Pelivaramuuttujia kdyttdmalla epidyhtdlérajoitukset voidaan kirjoit-

taa yhtdlérajoituksiksi:

"
o

le {xz + s1

1
[e ]

x1 + 2x2+ 52

Simplex algoritmi lihtee liikkeelle jostakin sallitun alueen nurkasta, usein
=0 =0

1 ’ xz 2

1 6, 5, = 8 ja f = 0. Seuraavaksi ratkaistaan rajoitusyhtildists ne
muuttujat, jotka eivit ole nollia, n. k. kantamuuttujat, niiden muuttujien

origosta (kuvassa merkitty @ :114). Tidssi nurkassa x

S

suhteen jotka ovat nollia:
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(6.15) s

It
o~
[}
S
"
I
ol

(6.16) s, = 8 - X - sz,

sekd lausutaan kohdefunktio niiden muuttujien avulla, jotka ovat nollia:

f = 3x1 + sz.
Seuraavaksi siirrytddn sallitun alueen johonkin viereiseen nurkkaan siten,
ettd kohdefunktion arvo paranee: Jokaisesta nollana olevasta muuttujasta
katsotaan, kuinka paljon sitd voidaan kasvattaa rajoituksia rikkomatta, ja
kuinka paljon kohdefunktio tdllsin kasvaa. Yhtaloista (6.15) ja (6.16)

1
aikaa). Edellisess4 tapauksessa kohdefunktio kasvaa yhdeksdlld, jalkim-

ndhdddn, ettd x. voi kasvaa kolmeen ja x2 neljédidn (erikseen, eivit yhta

miisessd kahdeksalla. Valitaan jompi kumpi niists tapauksista, esimer-
kiksi se jossa kohdefunktion arvo kasvaa enemmdin, ja asetetaan X, = 3,
jolloin s, = 0, 8, = 5, £ =9 ja X, edelleen nolla. Nyt ollaan nurkassa @ 7

Muuttuja X, ei ole endd nolla, mutta §, on x, on korvannut kannassa ) n.
Algoritmi on suorittanut kannan vaihdon. T&m4i on simplex-algoritmin kes-

keinen idea.
Seuraavaksi toistetaan edelld esitetty askel:

Kantamuuttujat (jotka eivit ole @ :ssa nollia) ja kohdefunktio lausutaan

nollana olevien muuttujien avulla:

P S
1 7°2°2% 2%
.31
S22 2% t3 8

3
Eo=9+5x, -7

jokaisesta nollana olevasta muuttujasta katsotaan, kuinka paljon se voi kasvaa

rajoituksia rikkomatta sekid paljonko kohdefunktion arvo t#llsin muuttuu.

x, voi kasvaa % :aan jolloin f kasvaa 10 % :aan. s, kasvattaminen pienen-
tdd kohdefunktion arvoa, joten timi ei tule kysymykseen. Asetetaan siis
x, = 1—?? , jolloin s, = 0, X = % ja f = 3—32 ‘ (s1 on edelleen nolla).

On suoritettu uusi kannan vaihto ja siirrytty nurkkaan @
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Toistettaessa sama askel vield kerran havaitaan, etti nollana olevien muuttu-

jien (s1 :n ja s_ : n) kasvattaminen vain vidhentdi kohdefunktion arvoa,

2
Sii timipist 16ytynyt: = = S0 e o322 o =0
iis optimipiste on 18ytynyt: x, = <, x, = =&, =3 » 8 =0 s,=0.
Pelivaramuuttujat ovat nollia tdssd pisteessid, kuten pitdikin, koska epiyhtils-

rajoitukset kuvan 6.5 mukaan toteutuvat yhtidléini.

Té&llainen on Simplex-algoritmin kulku. Kaikki edelld olevat askeleet voidaan
helposti ohjelmoida tietokoneelle. Suuremmissa tietokoneohjelmissa kiytetdin

Simplex-algoritmin erilaisia modifikaatioita. Yhteni esimerkkini mainittakoon

n.k. revised simplex.
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7. Moniasteiset piitéksentekoprosessit, dynaaminen optimointi

Niitd fysikaaliseen systeemiin liittyvid parametreja, jotka eividt ole vapaasti
kontrolloitavissa, mutta jotka ovat mukana kohdefunktiossa, kutsuttiin kol-
mannessa luvussa tilamuuttujiksi. Tilamuuttujien ohjaus tapahtuu padidtdsmuut-
tujien avulla, ja ne midrdytyviat yksikidsitteisesti systeemin pddtésmuuttujista,
stokastisista parametreista sekd fysikaalisista vakioista. Tyypillinen esi-
merkki tilamuuttujista on vesistdn sddnndstelyssid altaan pinnan korkeus toi-

mintajakson esim. kuukauden lopussa, kuva 7.1.

Meri

Kuva 7.1. Yhden altaan siinndstelymalli

L . . 3
Padtédsmuuttujia on yksi, laskujoen juoksutus toimintajakson aikana v, (m™).

Stokastiset parametrit ovat toimintajakson aikana altaaseen tulevat vesimdidrit
v, (valuma-alueelta) seki s (altaaseen tulevan sadannan ja haihdunnan erotus).
Fysikaaliset vakiot ovat pinta-ala A ja pinnan korkeus jakson alussa, ho
Tilamuuttuja hl’ pinnan korkeus jakson lopussa, méadrdytyy nyt edellisistd

parametreista:

Tysikaalisen systeemin parametrien jako toisaalta pditdsmuuttujiin ja toi-
saalta tilamuuttujiin ei ole mitenkddn yksikédsitteinen vaan suunnittelija

vol tehdi valinnan useista vaihtoehdoista. Jos esim. tarkasteltava
fysikaalinen systeemi on sihkovdstus R, jonka ldvitse kulkee virta, voidaan
virtaa I pitdd paitdosmuuttujana ja vastuksen yli vallitsevaa jinnitettd U

tistd aiheutuvana tilamuuttujana:

U = RL
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H

alussa (alkuarvo) on h . Tilamuuttujan arvo i:nnen jakson lopussa, h.
o 1

madrdytyy sen arvosta kyseisen jakson alussa, h. 1 sekd tdméin jakson
1~

alussa valitusta pdidtdsmuuttujan arvosta, u, g

(7.1) h, = f (xi-l’ h,

1 1=

D

Kullakin jaksolla i on oma kohdefunktionsa F, (x hi)’ joka riippuu

i-1’

jakson alussa tehdystd piitéksestd x, sekd tilamuuttujan arvosta hi jakson

i-1
lopussa, ja koko tehtdvdn kohdefunktion F on jaksojen kohdefunktioiden summa:

(7.2) Fo= F1 (xo’ hl) * FZ (xl’ hZ) Foee Fn (Xn-l’ hn)
n
= Z Fl (Xi-l, hl) .
i=1

Kullakin jaksolla sekd pddtosmuuttujien ettd tilamuuttujien on toteutettava

annetut rajoitukset:

(7.3) xi_1 GXi—l

(7.4) h, € H,

missd kukin Xi-l ja Hi on joku reaaliakselin osajoukko. Edellisissi

luvuissa rajoitusehdot annettiin epdyhtidldiden avulla; dynaamisen optimoin-

nin tapauksessa spesifiointi yhtdldiden (7.3), (7.4) esittdm4lld tavalla on sopivampi.
Yhtdls (7.3) middrdd ohjausrajoitukset (tai paitésrajoitukset) ja yhtals (7.4)

tilarajoitukset. Tehtivid on nyt seuraava:

n
maksimoitava F = Z F. (x. ;, h,)
iVi-1 i
i=1
rajoituksin X € Xi-l
i=1, 2, , 1,
h, € H,
i i

missd h0 on annettu ja
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Kysymyksessd on tyypillinen dynaamisen optimoinnin tehtidvid., Seuraavassa

tarkastellaan dynaamista optimointia esimerkin avulla.

Jaksoja on kolme, samoin piditésmuuttujia:

X s X, X Tilamuuttujat ovat h

) 2
ohjataan yhtidloiden

L h2’ h3, ja alkutila ho = 2. Tiloja

— f h = h
hl 1 (xo’ o) *o * o

avulla. Ohjausrajoitukset ovat

Siis kukin pddtdésmuuttuja voi saada vain kolme mahdollista arvoa:

-1, 0 ja 1. Tilarajoituksia ei ole. Kohdefunktio, joka halutaan

minimoida, on

F =F, (xo, hl) +F, (xl, hZ) + F h

3)

:x2+(h-2)2+x?+(h -4)2+x22+(h3-1)2

3 (x5

Kuva 7.2 esittdd tilannetta.
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F= x elh =217 «x #(hy=4) « x +(h3~‘l]

Kuva 7.2. Esimerkkitehtivin jaksot sekd tila- ja pddtdsmuuttujat

Ongelmaa lihdetddn ratkaisemaan lopusta pdin. Viimeinen pddtdsmuuttuja

. . . Y . . 2 2
x, vaikuttaa vain kohdefunktion viimeisen jakson termiin x, + (h, - 1) .

2 3
Parasta x2:ta ei voi kuitenkaan suoraan md&dardtd, silld h3 riippuu paitsi

xz:sta myds h2:sta. Voidaan kuitenkin mdédadridtda paras X, hz:n funktiona :
x; (hZ). Kun oztetaan huon;ioon, 2‘ettéi %, voi saada2 vain arvot -1, 0, 1,
voidaan F,=x, + (h3 -1 = x, *+ (h2 tox, - 1) helposti minimoida
hz:n funktiona:
"2 x; (b)) Fy (b))
-2 1 5
-1 1 2
0 1tai O 1 Taulukko 7.1
1 0 0
2 0 tai -1 1
3 -1 2
4 -1 5

Taulukossa 7.1 on esitetty joitakin hzzn arvoja sekd ndihin liittyvdt paras

»
x; (hz) sekd optimikustannuksen ''loppupad! F3 (hz). Nyt tiedetddn, kuinka

toisen jakson lopusta on paras edetd tehtdvidn loppuun, olipa tilamuuttuja
toisen jakson lopussa mikd tahansa. Tiedetddn my6s parhaaseen loppuas-

keleeseen liittyvd. kustannus hZ:n funktiona.

Otetaan yksi askel taaksepidin. Jos toisen jakson alussa tilamuuttuja
2 2
on h, ja jos tehdddn pddtds x;, on jakson kustannus F, = x, + (h2 -4) =
2 ..
=%+ (xl + h1 - 4), ja jakson pddtyttyad hZ = h1 + x;. Optimikustannus

tdstd loppuun on F (hl + xl). Paras piddtds x. on siis se, joka minimoi

3 1
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niiden summan x, 1 - 4)" + Fa (h1 + xl). Eksplisiittisesti ei

parasta x,:td vol mddridtd, koska minimoitavassa lausekkeessa esiintyy h

+(xl+h

1’
tilamuuttujan arvo tilanteen alussa, mutta paras X voidaan taas magagirita

. *
h:n funktiona : x, (hl)' Kokeilemalla x,:n kolmea mahdollista arvoa ja

kayttdmalld taulukkoa 7.1 saadaan taulukko 7. 2.

h, x, () Fp' ()
-1 1 18
0 1 10
1 1 6 Taulukko 7.2
2 1 4
3 0 3
4 -1 4
5 -1 6

. » . i .
] hl.n funktiona, X (hl), sekd FZ (h ), joka

ilmoittaa kustannuksen toisen jakson alusta kolmannen loppuun, kun edet&dén

Taulukosta ndhddidn paras x

parhaalla mahdollisella tavalla. F; (hl) on siis loppupdin optimikustannus.
Viimeinen askel on edellisen kaltainen. Sen tekee hieman helpommaksi
se, ettd tilamuuttuja ensimmdiisen jakson alussa tunnetaan: hO =2. Jos
timin jakson alussa tehddidn pddtds X , on h1 2: h0 +2x0 = 2+ x . 1;'lnsirn--2

méisen jakson kustannus on F, = x = + (h, -2) = x, 1 (2 + X, 2)” = 2x

1 1
Piitokselld x_ on Iloppupéi'a‘.n optimikustannus FZ* (hl) = FZ* (2 + xo).
On kolme mahdollisuyutta valita x . Taulukossa 7.3 on esitetty valintoihin
liittyvdt ensimmaéisen jakson kustannus, loppupdidn optimikustannus sekd
koko tehtidvidn kustannus, joka on siis edellisten summa.

*
F, = 2x_ F, (2+x) F

2 6 8

@ @ Taulukko 7.3

3 5

x
o

-1

©
1

[A S =
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Tehtdvd on nyt ratkaistu. Paras x_ on x: = 0. T&llsin h1 = 2, paras Xy
on xl* (2) = 1, h2 = 3 ja paras x, on xz* (3) = -1. Taztulukon 7.3 muk;an
optizmikustannus F¥ - 24 Suoriztetaan tarkisius: 12?* = )Zc(: + (x; + };0 - 2;‘ +
x] +(xI+h1-4)+x; (x5 +h, - )7 =07+ (0+2-2)7 + 17 4
(1 +2 -4)2 + (-1)2 + (-1 +3 - 1)2 = 4,

Jos viimeinen askel olisi suoritettu samassa laajuudessa kuin keskimmaiinen

optimiratkaisu olisi saatu alkutilan h0 funktiona:

¥

I
[
a

= h h
x3(0+xo(o)+x1(ho+x (ho)+x

+xp (hy + % (b))

Seuraavaksi esitetddn dynaamisen optimoinnin ratkaisun yleinen kulku,

kun sekd tila- ettdi pddtosmuuttujia on yksi. Tehtdvd on seuraava:

n
maksimoitava F = Z F, (xi-l’ hi)
i=1
a1 & X
rajoituksin i=1, 2, , I,
h, € H
i i
kun h tunnetaan, ja
o

Ratkaisu ldhtee liikkeelle lopusta pdin. Ensimmdéiisessi vaiheessa on

h__,:n funktiona maksimoitava F_ (xn_l, hn) = F_ (xn_l’fn(xn-l’ hn-l))

siten, etti jokaisella h :n arvolla rajoitukset x € X ja
n-1 n-1 n-1

h =f (x ., h ., h .)€ H ovat voimassa. Merkitidsin tehtivin
n n n-1 n-1 n-1 n

ratkaisua x* _ (h

V * )
o1 n_1):lla ja vastaavaa optimikustannusta Fn (h,/_l);lla, Siis
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¥ h =

n ( n-l) Fn (xn-l (hn-l)’ fn (xn-l (hn-l)’ 1rln—l)_)'

»*
Nyt x_ (hn-l) kertoo, mikd on paras x_  ,:n valinta, olipa tilamuuttujan

S . - *
arvo viimeisen jakson alussa miki tahansa. F (h 1) kertoo vastaavasti

n ' n-
loppupdédn optimaalisen kustannuksen.
Seuraavaksi otetaan yksi askel taaksepdin. Jos tilamuuttujan arvo tamin
jakson alussa on h_, ja jos tehdddn pastés x ., on h o, F fn—l(xn—z’hn-z)
ja jak liittyvi =
ja jaksoon liittyvd kustannus Fn-l(xn-z’ hn-l) F o (xn_z, fn-l(xn-Z’ hn-Z))'
*.
Jakson lopusta tehtivin loppuun optimikustannus on F_ (hn 1) =
-r* (f (x ., h _)). Paras x on siis se, joka maksimoi niiden
n n-1""n-2" n-2 n-2
kahden kustannuksen summan, ja x (h 2) saadaan seuraavan maksi-
- n-
mointitehtdvédn ratkaisuna:
h o funktiona on maksimoitava
n-4
+*
f h F(f , h

Fn-l (xn-Z’ n-1 (xn—Z’ n-Z)) * (n—l (xn-Z n-Z))
it ttdi h = j
siten, etta B fn-l (xn-Z’ hn-Z) € Hn-l 2 X2 € Xn-Z
Optimikustannus on siis
F¥ o )= G ) £ (et ) h WE (GGl ) )
n-1"n-2’ 7 Fno1Vn-2V a2’ n-1%n-2"n-2"""n-2 n “n-1%n-2'"n-2"" "n-2""

ja se ilmoittaa kohdefunktion kahden viimeisen termin summan arvon, kun

tilamuuttujan arvosta hn-Z edetdin optimaalisesti (valinnoin xn":‘2 (hn-Z) ja
» PR
X1 (hn-l)) tehtdvin loppuun.

Titd menettelyd jatketaan kohti tehtdvin alkua. Yleinen askel on seuraava:
Olkoon i:nnen jakson alussa tilamuuttujan arvo hi 1 Jos jakson alussa

tehddsn paatés x, ;, on h, = fi(xi-l’ hi-l) ja jakson kustannus Fi(xi-l’hi):

= F, (xi-l’f

X, ., h, . Optimikustannus jakson lopusta tehtidvididn loppuun
i i-1" Ti-1 P J P PP

i

i i
Jalleen paras x, , on se joka minimoi ndiden summan. Siis x; 1(hi 1)
1= - -

h.:n funktiona tunnetaan edellisestd askeleesta: Fi:—l (h,) = ]:“.";1(1‘1(;(i m: 1))
saadaan tehtdvian
maksimoitava Fi(xi-l HCT hi—l)) + Fi+l (fi (xi-l’ hi-l))

rajoituksin hi = fi (xi-l’ hi-l) € H,



81
%

ratkaisuna. Kun optimointi hi 10 funktiona on suoritettu ja x. 1 (h
- 1-

ey - i-l)
16ytynyt, voidaan madidrdtid uusi loppupdidn optimikustannus:

P (b ) = Fix” (), (" (B ), n ) P05 (), h ).

Néidin edetddn tehtdvidn alkuun saakka. Koko tehtdvidn optimikustannus saadaan

.. . . . - . *
sijoittamalla tunnettu h viimeisessd vaiheessa laskettuun funktioon F_(h ).
o

o
* #
h = f = .
Paras X on X_ ( o)’ h1 1 (xo, ho), paras x, on X/ (hl), h2 fz(xl’hl)’
*
h = h
paras x, on X, ( 2), , hn__1 fn-l (xn_z, n-Z)’ paras x_, on
+*
h j =
Xpop By Jab =0 G g0 b )

Dynaamisen optimoinnin tehtividn ratkaisussa monen muuttujan tehtivi
hajoitettiin useaksi yhden muuttujan optimointitehtdvdksi. Kullekin jak-
solle saatiin oma maksimointitehtdvd. Vaikeutena osatehtidvien optimoin-
nissa on se, ettd maksimointi joudutaan suorittamaan parametrin, jakson
alkuun liittyvdn tilamuuttujan, funktiona. Kéiytdnndn tehtdvii ratkaistaessa,
jolloin analyyttiset menetelmit eividt tule kysymykseen, on parasta diskre-
toida tilamuuttujien arvot. Jokainen Hi’ joka yleensid on rajoitettu joukko,
korvataan didrelliselld miadridlld arvoja, ja tilamuuttujan hi sallitaan saada
vain ndméi arvot. Osatehtdvdn optimointi suoritetaan sitten erikseen jokai-
selle tilamuuttujan sallitulle arvolle, ja optimointien tulokset taulukoidaan
muistiin, Osatehtdvien optimoinneissa voidaan kadyttiid edellisissid luvuissa
esille tulleita menetelmis, lihinnd Lagrangen kertojia, gradienttimenetel-

m&d ja sakkofunktioita.

Edelld on kfisitelt;lr vain yhtd pddtésmuuttujaa ja yhtd tilamuuttujaa. Tilanne
on kuitenkin usean p44t8s- ja tilamuuttujan tapauksessa tiysin samanlainen.
Osatehtdvien optimoinnit muodostuvat vain teknillisesti vaikeammiksi. Jos
edelld kukin hi ja x, tulkittaisiin useiden tila- ja pidtésmuuttujien vekto-
reiksi, siind esitetty formalismi kuvaisi sellaisenaan usean tila- ja p&ditos-

muuttujan dynaamisen optimoinnin tehtdvii.

Ratkaisumentelm&lld saatiin kussakin vaiheessa vaiheen optimaalinen piitsés-
muuttuja sekd optimikustannus siitd vaiheesta tehtividn loppuun. Siis opti-
maalinen jatko tarkasteluhetkestid loppuun tiedettiin, vaikka tehtdvidn alku-
osasta el ollut vield mitddn tietoa. T&td juuri kiytettiin hyvdksi kunkin

péddtdsmuuttujan optimiarvoa mddréittdessd: Paras x, oli se, joka maksimoi
i
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Jakson oman kustannuksen ja loppupddn optimikustannuksen summan. Ky-
seistd periaatetta kutsutaan dynaamisen optimoinnin kehittdjin Richard

Bellmanin mukaan Bellmanin optimiperiaatteeksi, ja siihen sisiltyy dynaa-

misen optimoinnin keskeinen idea. Jos pddtosmuuttuja olisi jatkuva ajan
funktio x (t) (eikd diskretoitu x., kuten esimerkissdmme), Bellmanin
periaatteen avulla saataisiin johdettua ensimmdéisen kertaluvun osittais-
differentiaaliyhtdld optimikustannukselle, n.k. Bellmanin yhtdls, ja sen
ratkaisusta saataisiin optimaalinen paditésmuuttuja ajan funktiona, x* (t).
Kdytdnnon tehtdvissd Bellmanin yhtdls joudutaan ratkaisemaan numeeri-
sin keinoin. T&lldin ensimmsiinen tehtidvd on ajan diskretointi, jolloin
jatkuvan ajan pdidtdsmuuttuja x (t) korvautuu diskreetilld pddtdsmuuttujalla

X, ja tilanne palautuu aiemmin esitettyyn diskreettiin formalismiin.

Kun diskretoidaan useita muuttujia samanaikaisesti, joudutaan kdyttdmdin
paljon muistitilaa. Jos muuttujia on esim. neljd ja jos jokaisen arvoalue
jaetaan sataan osaan, joudutaan tallettamaan 1004 = 100 000 000 eri arvoa.
Tadmi on luonnollisesti aivan liitkaa. Eri menetelmilld voidaan useista
muuttujista johtuvia vaikeuksia kylld oleellisesti vdhentdd, mutta silti
timi suuren muistitilan tarve on dynaamisen optimoinnin vakavin rajoitus.

Bellman itse puhui '"dimensionaalisuuden kirouksesta'.

Kéasitellidn vield varsin konkreettinen esimerkki moniasteisesta pddtoksen-
tekoprosessista ja sen kisittelystd dynaamisella optimoinnilla. On suunni-
teltava monikdyttsaltaan kuukaisittainen juoksutusohjelma vuoden ajalle.

Vettd on juoksutettava viljelmille, yhdyskunnalle ja voimalaitokseen. Kaikki
juoksutus on t'alysiq sdddeltdvissd. Altaaseen tulee vettd kahdesta joesta
sekd sateena. Juoksutusohjelmassa on otettava huomioon paitsi kastelun,
yhdyskunnan ja voimalaitoksen veden tarve myds altaan pinnan korkeuden
vaikutukset ranta-asutukselle, virkistyskidytslle ja kalastukselle sekd mah-
dolliset tulvat alajuoksulla. Merkitddn paidtssmuuttujia vektorilla

missid 1 = 1

X |

. X..), , 2,...,12 tarkoittaa kuukautta, x.
i i3 ‘ TS il

tusta viljelmille, X5 yhdyskunnalle ja X, 5 voimalaitokseen kuukaudessa i.
1 : ] 1 | . L o R

= (xil’ X o juoksu-

. ! ) } J . s )
tokastiset tekijit 1 = . n, S.), :
Sto set tekija LA (Vll’ Vi : ), misséd Vi
V.’2 toisen joen kuukaudessa 1 tuoma vesimdidrd sckd Si altaaseen suoraan

tulevan sadannan ja haihdunnan erotus kuukauden i aikana korvaamme

on ensimmiisen ja

aikaisempien vuosien mittauksista saaduilla keskiarvoilla ?i = (V_l, ViZ’
s d 1

S-i)’ i=1, 2,...,12. Tilamuuttujia on vyksi, hi’ altaan pinnan korkeus
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l:nnen kuukauden lopussa. Kohdefunktio on summa kunkin kuukauden

12

omasta kohdefunktiosta: Z Tilaa rajoittavat alin

F =
i=1
1 y
sallittu altaan pinnan korkeus h seki ylin sallittu arvo h » ja ohjauksia

rajoittavat juoksutuksen X rajat 0 ja x,'l ,
1
)

X5 sekd voimalaitoksen juoksutuksen rajat 0 ja xi'3. Alarajat on tissi

juoksutuksen X, rajat 0 ja

merkitty nolliksi. Esim. juoksutus yhdyskuntaan ei tietenkiin voi olla

nolla, mutta timi ehto oletetaan otetuksi huomioon kohdefunktiossa F.
"
Yhtd hyvin alarajoiksi olisi voitu valita sopivat positiiviset vakiot x.

" 1" 11,
x5 ja x5 Altaan pinta-ala on A ja pinnan korkeus ensimmdiisen kuu-
kauden alussa h . Altaan kuukaisittaisen juoksutusohjelman optimointi

o
voidaan nyt lausua dynaamisen optimoinnin tehtdvini:
12
maksimoitava F = Z F, (x, ,, h)
ivi-1 i
i=1
[ € [o, x' 0, x, 0, x,
i-1 {’xl]x[’xlz]x[’xﬁ]
rajoituksin A i=1, 2,...,12,

kun h tunnetaan ja
o

Bp=ht

V.. +V,
i i

1
2 (Vi S - x

2 i1 " ¥i2 " %3

Tehtdvd voidaan sitten ratkaista edelli esitettyd algoritmia kiyttden.

Esimerkissd suunnitteluvilind oli yksi vuosi. Ei ole tietenkiin realistista
suorittaa optimointia yhdelle kiinteille jaksolle ja sen jdlkeen toteuttaa
sitd loppuun saakka valittimittd tilanteesta suunnittelujakson jilkeen.
Kiytinnéssd voidaan menetelld esimerkiksi siten, ettd suunnittelujaksoksi
otetaan kaksi vuotta, mutta ohjelmaa toteutetaan vain vuoden ajan. Sen
jdlkeen suoritetaan uusi optimointi seuraavalle kahdelle vuodelle, toteu-
tetaan saatua ohjelmaa taas ensimmiinen vuosi j.n.e. Myé6s voidaan

ottaa suunnittelujaksoksi yksi vuosi, mutta toteuttaa ohjelmaa vain ensim-
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mdinen kuukausi, siirtdd sitten tidtd vuoden pituista suunnittelujakso kuu-
kaudella eteenpdin ja suorittaa uusi optimointi. Kuva 7.3 esittii ndita

kahta vaihtoehtoa.

. suunnitellaan
;\___r_—_) .
toteutet : suunnitellaan )
oteutetaan :
e —— suunnitellaan
toteutetaan ——=
suunnitellaan
toteutetaan —
\——_—__r__—,J
_— .
1. vuosi toteutetaan
1. tapa
suunnitellaar
—_ —
—
+
O -
T suunnitellaan
e — —
A —
e -
pog .
o g suunnitellaan
] e, . S VU S
o
(nd o+
PO
g o suunnitellaan
e —
o+ H—)
® ot
o+
G
g
s
(s
. kk o
Y
[s)]
o]
2. tapa
Kuva 7.3. Suunnittelu- ja toteutusjaksojen siirtyminen ajan mukana

Jédlkimmdinen vaihtoehto sisiltdd paljon laskutystd, silld uusi optimointi
on suoritettava joka kuukausi. Siinid voidaan kuitenkin edellisti vaihto-
ehtoa nopeammin ottaa huomioon muutokset suunnittelun ldhtstiedoissa;
uudet tekijdt voidaan ottaa huomioon joka kuukausi. Timéi on hyodyllista
varsinkin jokien ja sateen seuraavana kuukautena tuomaa vesimiirii

arvioitaessa.



85

8. Stokastiset tekijit

Vesivarojen suunnittelutehtivissi joudutaan kisitteleméiin suureita, joiden
tarkka arvo ei suunnitteluhetkelld tiedossa. Tallaisia ovat mm. hydrolo-
giset suureet sadanta, valunta ja haihdunta jonakin tulevana ajankohtana.
Matemaattisissa malleissa niiti satunnaisia tekijoitd kuvataan satunnais-

suureilla.

Satunnaissuureen ominaisuuksia kuvaa hyvin sen jakautumafunktio. Jos X
on jokin satunnaissuure, esim. sadanta tulevan kuukauden aikana, niin sen
jakautumafunktion FX arvo pisteessd t (esim.10 mm) on todenniksisyys

sille, ettd sadanta on vi&lilld [-oo , t],

eli

Jakautuman derivaattaa kutsutaan satunnaissuureen tiheysfunktioksi, ja sen
arvo pisteessd t kerrottuna dt:114 on ehsimmadisens approksimaationa toden-

ndksisyys sille, ettd sadanta on valilli [t, t +dt] . Siis

-~ F (t)dt:fX (t) dt = P{t = X = t+dt}.

Koska todennikéisyys sille, ettid sadanta on pienempi kuin diretdn, on yksi,

on

Tiheysfunktio puolestaan on jakautuman derivaatta, joten voidaan paitells,



86

ettd
(e8] 0.0]
ffx (t) dt = / FX (t) =1
-0 -0

Siis tiheysfunktion ja vaaka-akselin viliin jaivin alueen pinta-ala on yksi.
Vield on syytd huomata, ettd Fy (t) on kasvava funktio. Tadmin nikee
siitg, ettd fX (t) ei tulkintansa mukaan voi olla negatiivinen. Kuva 8.1
esittdd erdstd mahdollista sadannan jakautumaa sekid sen tiheysfunktiota.

Koska sadanta ei voi olla negatiivinen, on FX (t) f:n negatiivisilla arvoilla

nolla.
L ELity
X £
A ()
1 2
. 25mm
0.75 | i
05 L | !
25mm ;
1 | ?
, S50mm | E(X) t
— ; ‘ f = ] ' — —
10mm 20mm 30mm 5 10mm 20mm  30mm
Kuva 8.1. Esimerkki jakautuma- ja tiheysfunktiosta

Jakautuma alkaa nollasta ja lihestyy suurilla t:n arvoilla ykkésti. Kuvan
mukaan todennikdisyys sille, etti sademiidri on pienempi tai yhtd suuri

kuin 20 mm, on noin 0,75. Tiheysfunktion alleen sulkema pinta-ala on 1.

Satunnaissuureen X keskiarvo (odotusarvo) voidaan laskea sen tiheysfunk-

tiosta seuraavasti:

Tiheysfunktion ja t-akselin rajoittaman alueen painopisteen t-koordinaatti

on juuri satunnaissuureen odotusarvo.

Satunnaissuureen X varianssi on
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Se mittaa satunnaissuureen arvojen hajoamista keskiarvonsa ympéarilli.
Satunnaissuureella, jonka tiheysfunktio on keskittynyt odotusarvonsa
ympaérille, on pieni varianssi, kun taas laajalle odotusarvonsa ympdéirille

levinneeseen tiheysfunktioon liittyvd varianssi on suuri, kuva 8.2.

[ t

tiheysfunktio

tiheysfunktio

. keskiarvo
keskiarvo
pieni varianssi suuri varianss!
Kuva 8.2. Keskiarvo ja varianssi

Tiheysfunktion ja t-akselin rajoittaman alueen hitausmomentti keskiarvon
kautta kulkevan pystysuoran akselin suhteen on juuri satunnaissuureen

varianssi. Varianssin nelisjuurta kutsutaan standardipoikkeamaksi.

Useiden kdytdnnossd esiin tulevien satunnaissuureiden jakautumia voidaan
approksimoida normaalijakautumalla: 5

t ;u—m!

(8.1) Wt):ﬁf e 242 4
T

=00

Tami johtuu er&didstid todennikdsdisyyslaskennan raja-arvolauseesta, n.k.

keskeisesti raja-arvolauseesta: Jos satunnaissuure on useiden suunnilleen
yhti suurten toisistaan riippumattomien satunnaissuureiden summa, on sen
jakautuma lihelli normaalijakautumaa. Kaavan (8.1) normaalijakautumaan
liittyvd keskiarvo on m ja varianssi 62. Normaalijakautumat muodos-

tavat kaksiparametrisen joukon. Normaalisti jakautuneen satunnaissuureen
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tiheysfunktio saadaan (8.1):sti derivoimalla:

_ t-m )2

1 2
. 2 6

PO

Kuva 8.3 esittdid normaalijakatumaa ja vastaavaa tiheysfunktiota.

A grt) I\ 50(’()

d : 4

— — I —--T —_— - — —i_é._
m

Kuva 8.3. Normaalijakautuma ja sen tiheysfunktio

Toinen usein esille tuleva jakautuma on eksponenttijakautuma:
J’ -at kun t = 0
1-e
(8.2) E (t) =
L 0 kun t <0

Esimerkiksi sadepédivin sadantaa voidaan pitii eksponentiaalisesti jakau-
tuneena satunnaissuureena. Eksponenttijakautuman tiheysfunktio saadaan

taas (8.2):sta derivoimalla:

-

-t kun t = 0
Ae
e (t) =
0 kun t<0
s . 1. . .4 .
Jakautumaan liittyvd keskiarvo on % Jja varianssi —,. Eksponentti-
A

jakautumat muodostavat yksiparametrisen joukon. Kuva 8.4 esittii
eksponentiaalisesti jakautuneen satunnaissuureen jakautumaa seki sen

tiheysfunktiota.
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J e et

A
|
L i
A ! —
A
— —— [_‘“__-—,_t._ _—'—-‘___l_ fEEee— = E;
1 1
A B
Kuva 8.4. Eksponenttijakautuma ja sen tiheysfunktio

Jotkin satunnaissuureet voivat saada vain didrellisen méidrin arvoja.

Esim. nopanheiton tulosta kuvaava satunnaissuure voi saada vain arvot

1, 2, 3, 4, 5 ja 6. Erotuksena edelld kisitellyille jatkuvasti jakautu-
neille satunnaissuureille tillaisia satunnaissuureita kutsutaan diskreetisti
jakautuneiksi. Ndidissd tapauksissa jakautuma- ja tiheysfunktiot on parempi
korvata diskreetilld tiheysfunktiolla. Diskreetti tiheysfunktio kertoo,
milld todennikéisyydelld satunnaissuure kunkin arvonsa saa. Nopanheiton

diskreetti tiheysfunktio voidaan esittii seuraavasti:

/lll
6 6 6

\ 1 2 3 4 5 6

11
6 6

o~

W

Kuva 8.5. Diskreetin tiheysfunktion pylvdsdiagrammi

Kullekin satunnaissuureen mahdolliselle arvolle on oma pylvdadnsi, ja

pylvddn korkeus on vastaavan arvon todenndkdisyys.

Heiteltiessi kahta noppaa mahdolliset tulokset ja niiden todennikdisyydet

ovat,kuten on helppo havaita:
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w
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o~ ln
w
O\o\
w
ol
w
o~ i
W
w
o~
w
o —

Jakautuman pylvisdiagrammia esittii kuva 8. 6.

I~
L el
2 3 4 5 6 7 8 g9 10 11 12

Kuva 8.6. Kahden nopan heittoon liittyva pylvidsdiagrammi

Jos diskreetin tiheysfunktion pylviiden leveydet merkitiin ykkéseksi, on
pylvdiden yhteinen pinta-ala yksi. Diskreetti tiheysfunktio on siis analo-
ginen jatkuvasti jakautuneen satunnaissuureen tiheysfunktion kanssa. Jos

satunnaissuureen X diskreetti tiheysfunktio on

|/p1 Py -+ P,

saadaan keskiarvoksi

=
E
[

P 2 + p2a2+... +pnan

ja varianssiksi
2 2 2
V(X) = Py (a1 -E(X))” + P, (a2 - E(X))"+. S tp (an—E (X)),

aivan analogisesti jatkuvasti jakautuneen tapauksen kanssa.

Numeerisessa kisittelyssd jatkuvasti jakautuneen satunnaissuureen arvojoukko
joudutaan tavallisesti diskretoimaan, siis jakamaan sopivaan mdiidridn vie-

rekkdisid vileji. Jos esim. sadannan mahdolliset arvot ovat valilld
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[0, 100 mm), ndmi voidaan jakaa vaikkapa kymmeneen ryhméiéin:
[0, 10 mm), [10mm, 20 mm),..., [90 mm, 100 mm).
Diskretoinnin jdlkeen ei satunnaissuureen tarkka arvo en#di kiinnosta,

ainoastaan se ryhmé&d mihin tarkka arvo kuuluu. Heti havaitaan, etti

diskretoinnissa jatkuvasti jakautunut satunnaissuure muuttuu diskreetisti

a)

jakautuneeksi. Diskreetin tiheysfunktion todennikéisyys vilille | a, 1
- i

saadaan integroimalla jatkuvasti jakautunut tiheysfunktio timin vilin
ylitse:

a,
i

Py = ff(t)dt.

a

i-1
Likimidrdisesti ndmdid todennikdisyydet on helppo saada tiheysfunktion
graafisesta esityksestd. Kuva 8.7 esittiid sadannan mahdollisten arvojen

[ 0, 100 mm) diskretointia kymmenelle véilille sekid vilien todenniksisyyk-

sien miidrdidmisti.

sadanta

L \
1 / [

mm ‘/ \\
100 /

= N
/ —~——  sadanta

P>

0 10mm 20mm 90mm 100 mm
Kuva 8.7. Sadannan tiheysfunktion diskretointi
Kunkin pylvddn korkeus valitaan siten ettd pylvddn pinta-ala on suunnilleen
sama kuin tiheysfunktion vastaavalle vilille osuneen pinta-alan osa.
Vilin todennsksisyys on pylviddn pinta-ala. Kuvassa 8.7 ensimmdéisen vélin

1

todenniksisyydeksi tulee noin 10 mm 500 mm_ - 0, 05 .

Diskretoidun satunnaissuureen keskiarvoa laskettaessa on kullekin vilille
osuvien arvojen yhteiseksi edustajaksi parasta valita védlin keskipiste, siis

piitepisteiden keskiarvo. Jos kuvan 8.7 esimerkissd vilien todenndkdi-
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syydet ovat Py» Pyt 5Py saadaan keskiarvoksi
0 + 10 mm 10 mm + 20 mm 90 mm + 100 mm
E®X) =p —3 P 2 fo TP 2

=P 5mm+p2- 15 mm+...+p10- 95 mm.

Satunnaissuureen tiheysfunktiolle saadaan approksimaatio satunnaissuureesta
tehtyjen havaintojen avulla. Jos kysymyksessid on diskreetti satunnaissuure,
joka saa arvot al, aZ, .. .,an, saadaan arvon a.i todenniksisyys jakamalla
a,mn esiintymislukumdédrd havaintoaineistossa aineiston kokonaislukumasralls.
Arvon a, todenndkéisyyden approksimaatio on siis a.:n suhteellinen osuus

koko aineistossa. Jatkuvasti jakautunut satunnaissuure diskretoidaan ensin

ja sen jidlkeen menetellddn edelld kuvatulla tavalla.

Seuraava esimerkki valaisee asiaa. Tietyn kuukauden sadannasta on tehty

havaintoja kahdenkymmenen vuoden ajalta:

Vuosi Sadanta Vuosi Sadanta Vuosi Sadanta Vuosi Sadanta
1 18 mm 6 2l mm 11 25 mm 16 23 mm
2 5 u 7 12 v 12 12 17 70
3 13 n 8 4 13 6 v 18 13 o
4 70" 9 10 14 14 19 15 n
5 17 10 16 15 17 20 22 M

Jaetaan sademiidrdt esim. kuuteen ryhméaidn: 0 -4 mm, 5 - 9 mm,
10 - 14 mm, 15 -19 mm, 20 - 24 mm ja yli 24 mm, ja lasketaan kuhunkin
ryhméadn osuvien havaintojen lukums&irs: 1, 4, 6, 5, 3 ja 1 vastaavasti.

Tilanteesta piirretddn pylvidsdiagrammi, kuva 8. 8.

XY

t
0 5 10 15 20 25
Kuva 8.8. Havaintoaineistosta piirretty pylvisdiagrammi

ja tiheysfunktio
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Pylvisdiagrammia mukaileva kdyrd approksimoi sadantaa kuvaavan satun-
naissuureen tiheysfunktiota. Pystyakselin mittakaava on kuitenkin valittava
siten, ettd kdyrdn alleen sulkema pinta-ala on yksi. Jos satunnaissuureesta
tarvitaan vain diskreetti tiheysfunktio, pylvdsdiagrammi kelpaa tietysti

sellaisenaan.

Useissa tapauksissa on perusteltua ké#yttii satunnaissuureen jakautumana
jotakin tunnettua tyyppid olevaa jakautumaa, esim. normaali- tai ekspo-
nenttijakautumaa. T4&lléin riittdd, kun havaintoaineistosta lasketaan jakau-
tuman identifioimiseen tarvittavat parametrit; normaalijakautumalle keski-

arvo ja keskihajonta, eksponenttijakautumalle vain keskiarvo.

Yksinkertaisin tapa kisitelld satunnaismuuttujia optimointitehtdvissi on kor-
vata ne keskiarvoillaan. T4lldin stokastiset tekijat tulevat korvatuiksi
vakioilla, ja optimointitehtdvd palautuu aiemmin kisiteltyyn deterministiseen

tyyppiin. Seuraava esimerkki valaisee asiaa.

Jédrvestd halutaan juoksuttaa vettd kuukauden aikana voimalaitokselle méiiri

3
V1 (m™), pelloille kastelua varten méairs V2 ja teollisuuslaitoksille miirs

V3. Juoksutuspolitiikka on sovittava kuukauden alussa, jolloin kuukauden

3
tulovirtaamaa Vt (m”) on pidettivi satunnaissuureena. Aikaisemmilta
vuosilta tehtyjen havaintojen mukaan kyseisessid kuukauden tulovirtaama on
keskimidrin Vt m . Juoksutuspolitiikan hydty midirdytyy paitsi juoksutuk-
ista V., V_ ja V_,
sis 1 5 3
Kohdefunktio on siis muotoa f (Vl, v

myds jdrven pinnan korkeudesta h1 kuukauden lopussa.
2 V3, hl). Jos merkitddn jarven
pinta-alaa A:lla ja pinnan korkeutta kuukauden alussa hozlla, on

Koska Vt on satunnaissuure, on sitd myés h Korvataan seuraavaksi Vt

1

keskiarvollaan ?,t , joka tunnetaan. Sijoittamalla {/:t h_:n lausekkeeseen,

1

joka on Vt:n suhteen lineaarinen, saadaan hl:n keskiarvo:
b= h + —(V -V, -V -V
1~ o ATt T Ty T T2 7 T3l
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Kun suoritetaan hlzn korvaus Elzlla myos kohdefunktiossa, on sekin wvain
juoksutusten Vl’ VZ ja V3 funktio. Alkujaan stokastinen optimointitehtavs,
optimijuoksutusten méidrdiminen, on niin palautunut tavalliseen determinis-

tiseen tehtdviin:

tsittavd V., V_ ja V_ siten, etti f(V,, V., V., h aa maksimi
etsittidv 1 5 ; Siten (1 5 3 1)s min
rajoitusten V1 = 0, V2 = 0, V3 = 0 ollessa voimassa.

Malli, jossa satunnaismuuttujat on korvattu keskiarvoillaan, on tietenkin
karkea. On selvidi, ettd tulovirtaama ei todellisuudessa noudata keski-
arvoaan; se on sananmukaisesti satunnainen suure. Jos tulevaa tulovir-

taamaa tai muuta satunnaissuuretta joudutaan tehtivissi kuitenkin kayttamdiin,

on aikaisempiin havaintoihin perustuva keskiarvo usein paras ennuste.

Edelld satunnaissuure esiintyi kohdefunktiossa. Se voi esiintyd myés
rajoitusyhtiloissd, ja tdllsin keskiarvolla korvaaminen saattaa olla liian karkea

menetelméa. Lisdtidn edelliseen esimerkkiin tulvan vilttimiseksi rajoitus

-

1
h. =h +—(V, -V, - V_ -V = H, ja korvataan h, ja V, siind
0o

1 A Gt 1 2 3)

_};l:lléi ja vtzlléi. Jos optimipisteessi h, on rajalla: El = H, tulee kaikissa

1
niissd tapauksissa, joissa tulovirtaama Vt todellisuudessa sitten ylittda
keskiarvonsa \_/'t, myd6s rajoitus h1 = H rikotuksi. Tulvan riski on tilléin
liian suuri. Tissa tilanteessa Vt on korvattava sellaisella vakiolla, etti
ylityksen h1 H todenndkdisyys tulee hyviksyttivin pieneksi. Menetelldin

seuraavasti: Aikaisempien vuosien havainnoista on tiedossa tulovirtaaman

V. tiheysfunktio (kuva 8.9).

A fvt(t)

: /.pinto—alc

s
/005
2 s
¥ T
[

Kuva 8.9. Tulovirtaaman tiheysfunktio



95

Valitaan riskitaso jolla optimointi halutaan suorittaa, esim. 95 %, etsitdin
sellainen arvo o« | ett3d tulovirtaama Vt ylittdd sen todenndkésisyydells

0,05 ja muodostetaan rajoitusyhtdls ikdinkuin tulovirtaama olisi juuri o

Koska
; 1
1 o A
asetetaan siis

1
hy a2 (e -V -V, - V)

Kohdefunktiossa Vt korvataan kuitenkin edelleen keskiarvollaan.

Moniasteisissa pdidtoksentekoprosesseissa joudutaan tarkastelemaan satun-
naissuureiden jonoja. Tdillaisia ovat esim. perittidisten kuukausien tulo-
virtaamat. Jonon suureiden sanotaan olevan toisistaan riippumattomia,

jos edellisen satunnaissuureen tunteminen ei anna mitdin tietoa seuraa-
vasta satunnaissuureesta. Tillsin esimerkiksi seuraavan satunnaissuureen
keskiarvon ennustamisessa ei merkitse mitdidn, tunnetaanko edellisen
satunnaissuureen arvo vai ei. Perittdiset nopan heitot muodostavat tillaisen
jonon. Jonoa toisistaan riippumattomia satunnaissuureita kutsutaan riippu-

mattomaksi prosessiksi.

Helpoin tapa kasitelld esim. perdttdisid jaksoja moniasteisessa piitsksen-
tekoprosessissa on kuvata niitid riippumattomalla prosessilla, ja korvata
jonon satunnaissuureet keskiarvoillaan. Koska satunnaissuureet ovat riip-
pumattomia, kaikkien jaksojen keskiarvot voidaan mdidriti jo suunnittelu-
jakson alussa, eikd niitd tarvitse muutella sitd mukaa, kun jaksojen todel-
liset tulovirtaamat saadaan selville. Mallin yksinkertaisuudesta maksetaan
se hinta, ettd malli on karkea ja kuvaa heikosti todellisuutta. Tarkempi-

ja tyoladmpi tapa tulovirtaamien jonon kuvaamiseksi on Markov-mallin kiytts.

Jos satunnaissuureiden jonossa kukin suure riippuu vain edellisen suureen
arvosta, mutta ei muiden suureiden, jonoa sanotaan Markov- ketjuksi.

Té&llsin esimerkiksi satunnaissuureen keskiarvo riippuu siiti, minki arvon
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edellinen satunnaissuure sai. Sitid edelliset suureet eividt sen sijaan tihin

keskiarvoon vaikuta.

Muodostetaan seuraavaksi perdttdisistd tulovirtaaman arvoista Markov-malli.

Jaetaan tulovirtaaman mahdolliset arvot 0 - V a ryhmiin:
max

[ 0, Vl), [Vl, VZ)’ [ VZ’ V3),..., [ Vn-l’ Vn). Ryhmind on n kpl

ja viimeinen arvo V on V . Olkoon a,, todennikdisyys sille, ettd
n max i

seuraavan jakson tulovirtaama on vililla [ V,

i1 V.) kun tiedetdin, ettd
- ]

edellisen jakson tulovirtaama oli wvaililla [Vi 1’

siis ehdollisia todennikdisyyksid, ja ne muodostavat n.k. Markov-matriisin:

V.). Luvut a. ovat
i ij

11 %12 %1377 ®1n
321 %22 %237 ¥n
a a a a

31 32 33 """ "3n

nl n2 n3 """ nn

Konstruktiosta seuraa, ettdi Markov-matriisin jokainen vaakarivi on dis-
kreetti tiheysfunktio. Ensimmadiinen vaakarivi on tulevan jakson tulovir-
taaman diskreetti tiheysfunktio siini tapauksessa, etti edellisen jakson
tulovirtaama osui vilille [ 0, Vl)’ ja muut vaakarivit tulkitaan vastaa-
vasti. N&in siis jokaisen vaakarivin summa on yksi. T&méi nihdiidn
myds seuraavasti: i:nnen vaakarivin summa on todennikdisyys sille, ettd
seuraavalla jaksolla tulovirtaama osuu vilille [ O, Vl) tai [ V., V

1 2)

tai ... tai [ V Vmax)’ kun tiedetddn, ettd edellisen jakson tulovirtaama

n-1’
oli valilia [ V. _,
i-1

Vi)' Taim&d on yksi.
Tulevan jakson tulovirtaaman ehdollinen keskiarvo - ehdolla edellinen

tulovirtaama valilla [ V Vi) - saadaan helposti vastaavasta tiheys-

i-1’
funktiosta, s.o. Markov-matriisin vaakarivisti. Keskiarvo on
0 A% A%
+ Vl V1 + VZ n-1 + n
a +a,, —S—+...+a ————

i1 2 i2 2 in 2
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Koska Markov-matriisin eri vaakarivit ovat yleisesti keskenididn erilaiset,
riippuu satunnaissuureen keskiarvo todellakin edellisen satunnaissuureen
arvosta. Jos riippumatonta prosessia kuvattaisiin Markov-mallilla, oli- -
sivat Markov-matriisin kaikki vaakarivit keskendidn identtiset:

a_, a . . =...=a , j=1,2,...,n. Luku a,, olisi tdlléin todenniksisyys
1j 2] nj ij
sille, ettid satunnaissuureen arvo olisi valilld | Vj 1), olipa i (tai edelli-

sen satunnaissuureen arvo) mikd tahansa.

Markov-mallin muodostamiseen tarvitaan Markov-matriisissa olevat n
ehdollista todenndkoisyyttd. Ndiille saadaan approksimaatiot, jos jonosta

on tehty tarpeeksi paljon havaintoja. Havainnot jaetaan ryhmiin: jos

edellinen tulovirtaama on vi&lilld | \ARE Vi) ja jalkimmaéinen vililly
(V. o V.), havainto tulee ryhmiaidn (i, j). Kunkin ryhmin havaintojen
J- J

lukumiiri jaetaan sitten vastaavan vaakarivin havaintojen kokonaismiairilli,
ja tuloksena on luvun a,, approksimaatio. Menettelytavasta nidhdddn suoraan,
1]

ettd ndin saadun Markov-matriisin jokaisen vaakarivin summa on yksi.

Edelld on yksinkertaisuuden vuoksi kuvattu n.k. homogeenista Markov-
mallia: Markov-matriisin ehdolliset todennikdisyydet ovat perdkkdisille
satunnaissuurepareille samat. Kéaytdnnoéssid tilanne ei tietenkddn ole t&llainen.
Esimerkiksi syyskuun virtaamiin liittyvidt todenndkoéisyydet ovat aivan toiset
kuin toukokuun. Kuukausittaisten virtaamien Markov-malliin tarvitaankin
oma Markov-matriisi kullekin peréittdisten kuukausien muodostamalle parille,
12 kpl. Markov-matriisien muodostaminen tehdyistd havainnoista on aivan
analoginen edelli esitetyn menettelyn kanssa, eikd usciden Markov-matrii-
sien kiyttds tuo muuhunkaan kisittelyyn mitddn periaattellisesti uutta. Jos
suunnittelujakson pituus on esim. neljinnesvuosi, Markov-matriiseja tarvi-
taan neljid: yksi kunkin perittiisen vuosineljinneksen muodostamalle parille,

Peridkkidiset vuodet oletetaan joka tapauksessa keskendin identtisiksi.

Kahdentoista Markov-matriisin muodostamiseen tarvitaan 12 n parametria,
ja ndiden maiidrittimiseen vaaditaan suuri joukko havaintoja. Jos havaintoja
on liian vdhidn, Markov-matriisien elementtien approksimaatiot jaavdt hyvin

ylimalkaisiksi, ja Markov-mallilla saavutettava tarkkuus hukkuu tdysin
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nidihin virheldhteisiin. T&llsin Markov-mallin vaatima ty6 menee hukkaan,
ja on parempi kidyttdd riippumatonta mallia. Riippumattomassa mallissa

tarvitaan samalla virtaaman arvojen ryhmittelylld vain 12n parametria.

Jos muodostetun Markov-matriisin vaakarivit ovat keskendin kovin saman-
laiset, on se merkki siitd etti kysymyksessi olevat satunnaissuureet ovat
lihes riippumattomia. T4&lléin Markov-mallin kidyttidmiselld ei voiteta
mitdédn; samoihin tuloksiin p&d&stdisiin riippumatonta mallia kayttamalls,

Tallsin riippumaton malli on luonnollisesti viisaampi valinta.

Tarkastelemme lopuksi esimerkkii moniasteisesta piitsksentekoprosessista

sekd riippumattoman mallin ettd Markov-mallin valossa.

Monikiyttsaltaalle on suunniteltava optimaalinen kuukausittainen juoksutus-
ohjelma vuoden ajalle. Altaaseen virtaa vetti kuukaudessa i satunnainen
madrd Vi’ ja siitd juoksutetaan samassa kuussa méi#dri X, Altaan”pinn’an
korkeus kuukauden 1i lopussa on hi’ ja sitd rajoittaa ehto hi € [hi ; hi]
Kuukauden i juoksutusta rajolié:taa ehto xilE [xi“’ x:_] .  Koko vuotta
vastaava kohdefunktio on F = Z F. (xi-’1 hi)’ altaan pinta-ala on A ja
i=1
altaan pinnan korkeus ensimmiisen kuukauden alussa ho. Ongelmaa voidaan

kuvata seuraavalla stokastisen dynaamisen optimoinnin tehtidvdlli:

= 12
maksimoitava F = Z F, (x, ,, h.)
i Vil i
i=1
{ " 7
%1€ [%p 1-1}
rajoituksin 4 i=1, 2, , 12
T
h, € {h, , h’}
1 1 1
L
1
kun h tunnetaan, h, . =h +< (V, -x), 1i=0, 1, , 11,
o) i+l i A i i

ja v,,i=0,1,...,11 on jono satunnaissuureita.
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Jos valitaan riippumaton malli, kaikki satunnaissuureet Vi korvataan jo

suunnittelujakson alussa niille havainnoista saaduilla keskiarvoilla. T#llsin
tehtdvd palautuu deterministiseksi tehtdviksi, joka ratkaistaan tdysin luvun
7 menetelmien mukaan. Saatua optimaalista juoksutusohjelmaa toteutetaan
sitten ldpi koko toteutusjakson, eiki toteutettaessa oteta lainkaan huomioon

niitd virtaaman todellisia arvoja, jotka jaksojen kuluessa voitaisiin mitata.

Markov-mallin tapauksessa virtaamien Vi yhteinen vaihteluvili[ 0, Vma
X

jaetaan jilleen sopivaan mé&drididn ryhmis, ja muodostetaan aikaisemmilta

)

vuosilta saatujen havaintojen avulla kaikki 12 Markov-matriisia. Dynaamisen
optimoinnin osatehtivien maksimointi suoritetaan paitsi kuukauden alussa
olevan altaan pinnan korkeuden myé6s edellisen kuukauden virtaaman arvon
funktiona. Jos altaan pinnan korkeuden vaihteluvili on jaettu m:ddn ja
virtaamien yhteinen vaihteluvili n:44n osaan, joudutaan jokainen osatehtivi
optimoimaan kaikilla parin (i, j), i=1, 2,... ,m, j =1 2,...,n, arvoilla.
Kun kéasiteltivind on k:s jakso ja pari (i, j) eli vaihteluvalit [ hi-l’ hi) ja

[ v 1’ V.), altaan pinnan korkeudelle jakson alussa sijoitetaan arvo
J- J

h +h
i-1 i . . ce s
=== j Ja satunnaissuure Vk korvataan k:nnen Markov-matriisin j:nnen

vaakarivin médirdimailld ehdollisella keskiarvolla. Optimointitehtivi on

siis seuraava:

Bty s P thy
. -t = -
maksimoitava Fk (Xk-l’ fk (xk-l’ > ) )+ Fk+1 (fk(xk_l, > ) )
h, = +h, . .
joituksin £ = . ) € h ', h X € |x f
rajor Kk k-1’ 2 k' k| 0 k-l k-1 Tk-1]
sex L Bty - bt L Loy )
missi k X1t T 2 = 2 A k-1 " ®k-1
ja missd puolestaan
v
Gj ) Vo + V1 V1 + V2 Vn-l+ N

k-1 - (k-1) 31 2 Tx-1)%2T 2z T Tken®aT 2
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\71‘1_1 on siis virtaaman Vk—l ehdollinen keskiarvo, kun tiedetdidn, etti
edellisen kuukauden virtaaman Vk_Z:n arvo oli wvalilly | Vj-l’ Vj). Luku
(k-l)ajl on k-l:sen Markov-matriisin j:nnen vaakarivin ensimmaéiinen ele-
mentti, (k-l)ajz sen toinen elementti j.n.e. Edelld olevaan termiin

h, _+h,

1-21 > olisi kaikkialla pitdnyt liittdd indeksi k-1, koskapa termi kuuluu

k-1l:seen toimintajaksoon. Merkintdjen yksinkertaistamiseksi indeksi on

kuitenkin jatetty kirjoittamatta.

Optimoinnin tuloksena saadaan sitten toimintacjeet jokaiselle kuukaudelle,
jokaiselle kuukauden alussa olevalle altaan pinnan korkeuden arvolle ja
jokaiselle edellisen kuukauden virtaaman V arvolle. Juoksutuspiditésta
kunkin jakson alussa tehtiessd luetaan sen hetkinen altaan pinnan korkeus
ja edellisen kuukauden virtaama ja valitaan ndiden perusteella oikea

toimintaohje.

Dynaamisen optimoinnin pahin pullonkaula on sen vaatima suuri muistitilan
tarve. Edelld esitetystd on kdynyt selville, etti Markov-mallin kiyttd
kasvattaa muistitilan tarvetta entisestidnkin. Samoin on jo havaittu
Markov-mallin vaatima suuri laskentatys. N&in ollen Markov-mallia ei
kannata kayttdd, ellei silldi saavutettu tarkkuus ole mallin vaatiman vaivan

arvoinen.
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9. Simulointimenetelmit

Usein vesivarojen suunnittelutehtivd on niin laaja, ettid kaikista edells
esitetyistd menetelmistd huolimatta optimia ei pystytd loytimiin. Teh-
tdvdn laajuus saattaa yksinkertaisesti ylittii kiytettivissi olevan laskenta-
kapasiteetin niin selvidsti, ettd optimin hakuun ei kannata edes ryhtya.
Kukaan ei varmasti kuvittele, etti kokonaisvaltainen Suomen 60 000 jdrved

kattava sddnnostelymalli olisi optimoitavissa (tai edes muodostettavissa).

Jos tutkittavasta systeemisti on kuitenkin saatu aikaan matemaattinen
malli ja kohdefunktio, voidaan aina vertailla eri piitdsten vaikutuksia

ja valita kokeilluista vaihtoehdoista paras. Voidaan sijoittaa valitut
pdédtésmuuttujien arvot malliin, laskea tilamuuttujat mallin avulla ja mii-

ratd kohdefunktion arvon piditskselle. Menettelyd kutsutaan simuloinniksi.

Simulointi tarkoittaa jiljittelyd. Matemaattinen malli simuloi eli jéljittelee
todellisen systeemin kayttdytymistd. Tatad kayttdytymistd voidaan jaljitells
myds erilaisien fysikaalisten mallien avulla. Matema;.ttisen mallin kisit-
tely tapahtuu digitaalisilla tietokoneilla, ja siksi edellistid simulointitapaa
kutsutaan digitaaliseksi simuloinniksi erotukseksi jialkimmaiisestsd, analo-

gisesta simuloinnista. Kéisitellddn ensin digitaalista simulointia.

Tarkastellaan vield kahden edellisen luvun esimerkkii altaan optimaaliseen
juoksutusohjelmaan liittyvdstd moniasteisesta paitsksentekoprosessista:

12
maksimoitava F = Z F. (x,

1=1

rajoituksin i=1,2,...,12

1

1
t j = -
kun ho unnetaan ja hi+1 hi + A i 3

Tassd hi on altaan pinnan korkeus jakson i lopussa, X, on jakson i juoksutus,
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V. jakson i tulovirtaama, F, (x. X hi) jakson i kohdefunktio ja A altaan
1=
pinta-ala. Tulovirtaamia on kuvattu riippumattomalla prosessilla ja ne

on mallissa jo korvattu havainnoista saaduilla keskiarvoilla.

Digitaalista simulointia kiytettdessd valitaan jotkut jdrkevit h0 ja x ja
o

lihdetisin etenemédin aivan mallin mukaan (t&ll4 kertaa tehtdvdn alusta):
Lasketaan h, = h + 1 (V. -x ), valitaan timédn h
1 o A’ o o

Xy lasketaan hz, valitaan sopivalta tuntuva x,

kyseisiin valintoihin liittyvd kohdefunktion arvo. Ndin menetellddn sitten

1 nojalla jokin sopiva

jne., ja lopuksi lasketaan

useilla pddtédsmuuttujien x , SSTRRERE B arvoilla.
o

Tillaisella simuloinnilla ei tietenkddn voida 18ytdd optimaalista ohjausta.
Siindkin harvinaisessa tapauksessa, ettid kaikki jonkin hyvdn valinnan
liheiset valinnat antaisivat edellistd huonompia kohdefunktion arvoja, voi
optimikandidaatti olla yhtd hyvin lokaalinen kuin globaalinen &&riarvo.

Tisti huolimatta simuloinnilla voidaan saavuttaa monia etuja.

Kolmannessa luvussa jo todettiin, etti suunnittelijan on hyddyllistd saada
mahdollisimman konkreettinen kisitys systeemin luonteesta ja sen kayt-
tiytymisestd. Taillaisen realistisen kuvan hankkimiseen simulointi sopii
erittiin hyvin. Suunnittelija voi tutkia mallin (ja sen avulla systeemin)
ominaisuuksia valitsemalla paidtosmuuttujille haluamiaan arvoja ja laske-

malla sitten paitsksistd tilamuuttujille sekd kohdefunktioille tulevat arvot.

Simulointia voidaan kayttii mallin ja sen kuvaaman fysikaalisen systeemin
vastaavuuden tutkimiseen. Aikaisemmin tehtyjd p&ddtoksid kaytetddn talléin
mallin p&ditssmuuttujina ja mallin antamia tuloksia verrataan todellisuudessa
mitattuihin tuloksiin. Mallin parametrit voidaan sitten sovittaa siten,

ettd systeemin ja mallin vastaavuus on mahdollisimman hyva. Myds sellai-
sia tapauksia, joissa optimointi on onnistuttu suorittamaan, on hysdyllistd
simuloida. Mallin parametrit eivit koskaan ole tarkkoja, joten loydettyd
optimipa&tostd on hysdyllistd soveltaa malliin, jossa parametrien arvoja

on hiukan muutettu. T#ll6in nihdddn rikkoutuvatko rajoitusyhtdlst ja kuinka

paljon, jos parametrit poikkeavat jonkin verran alkuperdisistd. Herkkyys-
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analyysiin simulointi sopii erittdin hyvin. Kun optimi on 16ydetty, voidaan
muutetun mallin optimi etsii simuloimalla, tarkastelemalla muutetun mallin
kiyttdytymistd lasketun optimin lidhelld olevilla piitdsmuuttujien arvoilla.
Talldin sddstytddn usean optimoinnin aiheuttamalta vaivalta ja saadaan
samalla kokemusta kidsilld olevasta systeemistd. Stokastisia malleja
simuloitaessa ei ole tarpeen korvata satunnaismuuttujia heti niiden keski-
arvoilla. Jos satunnaismuuttujien jakautumat tunnetaan, simulointimalliin
voidaan ohjelmoida satunnaislukugeneraattorit, jotka antavat tilld tavalla
jakautuneita satunnaislukuja stokastisten parametrien arvoiksi. Ndiin simu-
lointimallit antavat huomattavasti konkreettisemman kuvan todellisesta ti-
lanteesta, kuin deterministiset optimointimallit. Markov-prosessien gene-
rointi sujuu myds simulointimallissa helposti, jos tarkasteltavaa satunnais-
prosessia kuvaava Markov-matriisi tunnetaan. Jokaista Markov-matriisin
vaakarivid vastaavalle diskreetille jakautumalle muodostetaan oma satunnais-
lukugeneraattorinsa, ja samalla kun jostakin jakautumasta generoitua
satunnaislukua kéytetdin satunnaisilmién, esim. sadannan, kuvaamiseen,
middridtddn sen avulla myos se jakautuma, josta otetaan seuraava satunnais-

'

luku.

Jos suunnittelutehtidvdn alussa sopivista pdidtdsmuuttujan arvoista ei ole
mink&ddnlaista kuvaa, ne voidaan my&s valita satunnaislukugeneraattorilla.
T4116in puhutaan Monte-Carlo simuloinnista. Monte-Carlo simuloinnin

hyvd puoli on se, ettd se ei '"juutu'' samalla tavalla lokaaliseen didriarvoon
kuin monet muut edéllisissé‘t luvuissa esitetyt menetelmit. Se on kuitenkin
varsin aikaa (etenkin tietokoneaikaa) vievid menetelmi. Kun piditédsmuuttu-
jien arvot valitaan satﬁnnaisesti, useimmat valinnat antavat todellisuudelle
niin vieraita arvoja, ettd vastaavat simulointiajot menevéit tdysin hukkaan.
Kun suunnittelijalla alkaa olla jonkinlainen kuva tehtivistid, ei Monte-Carlo

simulointia endd kannata kdyttii.

Simuloinnin kdyttd optimoinnissa on luonteeltaan selvidsti hakuammuntaa.
Sitd onkin usein luonnehdittu viimeiseksi keinoksi: '"'Jos muuta ei osata,
niin sitten vasta kannattaa simuloida'. Simuloinnin arvo suunnittelijan

nikemyksen ja intuition lisinid on  kuitenkin niin suuri, etti siti kannat-
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taa ilman muuta kiyttis, ''vaikka muutakin osattaisiin''; sen muun ohella.

Tarkastellaan vield analogista simulointia. Systeemin pienoismallin raken-
taminen ja ominaisuuksien tutkiminen pienoismallin avulla on simulointia
(jaljittelyd) sekin. Pienoismallin k&dytts systeemii kuvaamaan perustuu
mallin ja systeemin viliseen fysikaaliseen analogiaan. Jos systeemisti

on rakennettu matemaattinen malli, voidaan etsii muita fysikaalisia sys-
teemejid, jotka kadyttdytyvidt samojen yhtdldiden mukaan, ja tutkia nidits.
Myds tdmé& menettely perustuu systeemien viliseen fysikaaliseen analogiaan,
tosin heikompaan kuin mitd on todellisen systeemin ja sen pienoismallin
vdlilla. Fysikaalisten mallien kiyttd4d systeemin kuvaamiseen kutsutaan

analogiseksi simuloinniksi.

Vesistoreittien ja sidhkoisten piirien vilinen analogia tarjoaa erittdin kaytts-
kelpoisen perustan vesistdjen analogiseen simulointiin. Virtaama voidaan
rinnastaa suoraan sdhkovirtaan, allas kondensaattoriin, altaan pinnankorkeus
kondensaattorin yldpdidn potentiaaliin ja altaan pinta-ala kondensaattorin
kapasitanssiin. Altaan virtaama pinnankorkeuden funktiona miidriytyy
altaan purkautumiskédyréstd, ja sdhkovirtaa kondensaattorista maan poten-
tiaaliin voidaan sdddelld vastuksella. Altaan virtaama ei tosin yleensi

ole suoraan verrannollinen pinnan korkeuteen (mitattuna sopivasta refe-
renssitasosta), ts. purkautumiskidyri ei ole suora, joten timin vuoksi
analogia vaatii sdhkoiseen piiriin jénnitteestd riippuvia epdilineaarisia

vastuksia.

Kuvassa 9.1 on esitetty yksinkertainen allasmalli ja sille analoginen
sdhkéinen piiri. Merenpinnan korkeutta vastaa maan potentiaali ja altaan
pinnan korkeutta h kondensaattorin ylidpdidn potentiaali U. Tulovirtaamaa
Ql on kuvattu virtageneraattorin virralla i1 ja virtaamaa altaasta mereen,
QZ’ virralla iz. Altaan purkautumiskiyrdn mukaista mereen laskevan

joen virtausvastusta vastaa sihkoéisen piirin jinnitteestd U riippuva vastus R,

Systeemien ajallista kidyttdytymistd voidaan kuvata oheisilla yhtslsilla:
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__h () C o U
QZ (t) v (h(i) ) ] 2 (t) - R(U (t) ) *
t t
2 1 " .
h (t) = h o+ 2 (@, (1) -Q, (t)) at | U(t) = Ut g (11(t)-12(t) ) dt
o o
eli1 elif
d 1 d 1 . .
-Eg h (t) = K (Ql(t)-QZ{t)’ E + U(t) = E (11 (t) - 12 (t) ) ]
joista yhdistamaills
d 1 1 d 1 1
at r 0+ Mo ) - A% &)  FU®+ CR(UE)) ) =gi
vastus
R
jarvi 1 v
1
virta - T — i
generaat- konden-| 2 vastus
tori _juuttorl

Yksinkertainen allasmalli ja sen analoginen piiri

Kuva 9.1.
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Yhtdloistd ndhddin selvidsti systeemien vilinen tdydellinen fysikaalinen
analogia. Kvantitatiivinen vastaavuus saadaan aikaan valitsemalla sopiva
muuntosuhde analogisten yksikodiden (jdnnite - korkeus, virtaama - sihksvirta,
kapasiteetti - pinta-ala jne.) vilille ja valitsemalla sihkoisen piirin kompo-
nenttien arvot siten, etti ne muuntosuhteella muutettuna vastaavat kuvattavan

vesistésysteemin vastaavia arvoja.

Tédllainen analoginen malli voidaan rakentaa hyvinkin suurista vesistosys-
teemeistd. Menettely on ldhes mekaaninen: Systeemin tulovirtaamia
kuvataan virtageneraattoreilla, altaat kuvataan maan potentiaaliin yhdiste-
tyilld kondensaattoreilla, systeemin sisdiset joet kondensaattorien vilisilli
johtimilla, ja johtimissa olevat jannitteestid riippuvat vastukset midraytyvait
altaitten purkautumiskiyrien perusteella. Kuva 9.2 esittii laajempaa

esimerkkii.

Analogiamallissa kaikki systeemin ulkopuolelta samaan altaaseen tulevat
virtaamat kuvataan yhdelld ainoalla virtageneraattorilla. Esim. altaaseen
4 tulevat Q7 ja Q8 sekd altaan oman valuma-alueen valunta (jota kuvaan

ei ole merkitty) vastaavat yhdessi virtageneraattoria, jonka virta on 17 + i8.
Léahtotietoina mallin rakentamiseen tarvitaan altaiden pinta-alat ja purkau-

tumiskdyrit sekd systeemiin tulevien virtaamien jakauntumat,

Malli voidaan rakentaa diskreeteisti komponenteista. Virtageneraattoreita
ohjataan halutulla tavalla, ja virtaamien (piitésmuuttujien) kontrollointi
toteutetaan sddtovastuksien avulla. Tilamuuttujien arvot, jédnnitteet, rekis-

terdidddn sitten oskilloskoopilla tai piirturilla.

Kuvan 9.2 mukainen sdhkéinen piiri on ainoastaan periaatteellinen esitys, sel-
laisenaan se ei kelpaa toteutettavaksi. Virtageneraattoreiden ohjaus vaatii lisai
komponentteja. Piiriin tarvitaan kytkimii tutkittavan toiminnan laukaisemi-
seksi. Kondensaattorit, joiden integroiva ominaisuus juuri on analoginen
altaiden vetti varastoivan ominaisuuden kanssa, on parempi korvata ope-
raatiovahvistimilla toteutetuilla integraattoreilla, ja altaiden purkautumis-
kdyrid seuraavat jinnitteistd riippuvat epilineaariset vastukset voidaan

joutua korvaamaan aktiivisilla jidnniteohjatuilla resistansseilla. Kysymys

on kuitenkin ldhinnd teknisen puolen hienosiaddstd, periaate PYSyy samana.
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Kuva 9.2.. Laajempi allasmalli ja sen analogiapiiri
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Rakennettua piirid voidaan kutsua allasmallin simulaattoriksi. Parhaiten
piirin muodostaminen onnistuu, jos kiytettivissi on analogiatietokone.
Analogiatietokoneessa on suuri miiri tarvittavia komponentteja (operaatio-
vahvistimia, sddtévastuksia, kytkimii ym.) sekd jdnnitteiden niyttslaitteet
ja piirturit. Mallin rakentaminen tapahtuu yhdistelem&lld johdoilla sopivat
komponentit (ohjelmoimalla analogiatietokone) siten, ettdi muodostuu haluttu

piiri.

Systeemin toiminnan tutkiminen analogisella simulaattorilla on erittdin
nopeaa. Yksi ajo kestid ehkd joitakin minuutteja, parametrien ja piaitss-
muuttujien arvojen muuttaminen kidy siditdvastuksia kiertimailld, ja tila-
muuttujien arvot ajan funktiona saadaan suoraan piirturilta graafisena esi-
tyksend. Kohdefunktion arvoa ei yleensi voida analogiakoneelta saada, ja

tarkkuus on digitaaliseen simulointiin verrattuna huono.

Analogia- ja digitaalitietokoneen edut on yhdistetty nk. hybriditietokoneessa,
johon kuuluu analogiaosa ja digitaaliosa. Kaikkein parhaisiin simulointi-
tuloksiin pddstddn juuri hybriditietokonetta kéiyttéiméillé{. Digitaaliosa huo-
lehtii tarvittavista ohjauksista ajon aikana sekid suorittaa kohdefunktion
mddrddmisessd tarvittavat numerolaskut, ja analogiaosa simuloi altaiden
toimintaa. Hybriditietokoneita on tdlld hetkelld Suomessa vasta yksi,

Teknillisen korkeakoulun sihkdosaston tiloissa.
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10. Yhteenveto

Sovellettaessa matemaattista optimointia vesivarojen suunnittelutehtdvain
tybssd on kolme vaihetta: matemaattisen mallin muodostaminen, tavoittei-

den lausuminen kohdefunktion avulla ja optimointitehtdvdn ratkaiseminen.

Matemaattisen mallin muodostaminen on periaatteeltaan suoraviivainen
tehtiva. Systeemistd identifioidaan suunnittelutehtavadn liittyvat para-
metrit, ja nimi jaetaan padtdsmuuttujiin, tilamuuttujiin, stokastisiin para-
metreihin ja fysikaalisiin vakioihin. Tilamuuttujat lausutaan sitten kolmen
muun ryhmin parametrien avulla parametrien vilisid fysikaalisia riippu-
vuuksia hyviksi kidyttden. Sopivien pddtés- ja tilamuuttujien valinta on
yleensd helppoa, piddtésmuuttujia suunnittelija voi kontrolloida suoraan ja

tilamuuttujia ohjataan pddtésmuuttujien avulla.

Matemaattisen mallin muodostamiseen kuuluu vield fysikaalisiin vakioihin
ja stokastisiin parametreihin liittyvien arvojen madrdaminen. Fysikaaliset
vakiot (altaiden pinta-alat, pinnan korkeudet, jokien kitkahdvist) ovat
yleensid helposti mitattavissa, ellei niitd tiedetd jo etukidteen. Stokastisten
tekijoiden jakautumien méidrddmiseen tarvitaan kuitenkin suuri joukko ha-
vaintoja aikaisemmilta vuosilta, ja n&itd havaintoja ei aina ole riittdvidsti
olemassa. Stokastisten parametrien paras kisittelytapa riippuu saatavissa
olevien havaintojen miiridstd. Markov-malli vaatii paljon havaintoja, riip-
pumaton malli vihemmin. Yleisend ohjeena voi sanoa, etti systeeminen
kuvaaminen kannattaa aloittaa‘ pienelld mallilla ja laajentaa mallia sitten,
kun kisitys systeemin ominaisuuksista ja sen kiyttdytymisestd paranee.

Niin malli ei piddse karkaamaan suunnittelijan kidsistd.

Tavoitteiden asettaminen ja niiden kuvaaminen kohdefunktiolla on suunnittelu
tehtivin tirkein ja samalla vaikein vaihe. Keskenddn ristiriitaisten tavoit-
teiden, kuten altaan vesim#iri voimatalouden kannalta ja altaan pinnan
korkeus ranta-asutuksen kannalta, oikea yhteensovittaminen saattaa olla
suorastaan mahdotonta. Vaikeutta lisii vield se,ettd kohdefunktion muo-

dostamista varten eri tekijoiden vaikutukset olisi saatettava yhteismitalli-
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seen muotoon. Esimerkiksi kansantaloudellisia ja luonnonsuojelullisia niks -
kohtia on vaikeata ellei mahdotonta, mitata samalla mitalla. Kohdefunktio
kuvaa aina suunnittelijan subjektiivista kantaa asioihin. Juuri kohdefunktion
muodostamisen vaikeus asettaa vakavimman rajoituksen matemaattisen
optimoinnin soveltamiselle. Suunnittelijan on syytd pitiid mielessi, etti
hdn ei maksimoi mitddn objektiivista tai ehdotonta yleistd hydtyd, vaan

itse laatimaansa kohdefunktiota.

Kun malli on muodostettu ja kohdefunktio saatu aikaan, on jiljelld optimin
haku. Lineaarista optimointia lukuunottamatta monisteessa esitetyt optimoin-
timenetelmét eividt suinkaan ole vield valmiita ja loppuun saakka kehitettyji.
Pdinvastoin, jos optimin haku ei menetelmin perusversiolla 15ydy, suun-
nittelijalla on ldhes rajattomat mahdollisuudet keksii modifikaatioita, tutkia
eteen tulevia vaikeuksia, tehdid menetelmiin juuri kisilld olevan ongelman
vaatimia lisdyksid, kokeilla eri vaihtoehtoja, arvata optimin mahdollista
sijaintia, ja kaikin tavoin kadyttdi sekd mielikuvitustaan etti tietojaan ja
intuitiivista kidsitystddn tarkasteltavasta systeemists. Optimin haku ei siis
ole rutiinitysta neaarista optimointia lukuunottamatta . Ellei tehtiva
laajuutensa vuoksi ole ylivoimaisen vaikea, voidaan sanoa, ettd likiarvo

optimille on aina jollakin keinolla 1éydettivissi.

Suunnittelutehtdvin matemaattinen optimointi ei saa olla sokeaa numeerista
laskentaa. Tehtdvin kaikissa vaiheissa on pidettivi mielessi todellinen
fysikaalinen systeemi ja eri parametrien fysikaaliset tulkinnat. Malli on
aina approksimatiivinen, joten parametrien muutosten vaikutus optimointiin
on otettava selville. Stokastisten tekijéiden jakautumista on yleensid ole-
massa vain summittainen kisitys, ja todelliset satunnaissuureiden arvot
voivat poiketa paljonkin niille edeltikidsin ennustetuista arvoista. Kohde-
funktioon liittyvit vaikeudet ovat my6s huomattavat. Tistia kaikesta
johtuu, ettd optimoinnin tulos ei voi olla ongelman lopullinen ratkaisu.

Se on subjektiivisiin oletuksiin perustuvan laskennan tulos, ja siihen tulee

suhtautua asiaan kuuluvalla kritiikilli.
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