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JOHDANTO

Veden virtaus maan, kasvuston ja ilmakehdn muodostamassa
kokonaisuudessa on elollisen luonnon kannalta keskeinen ta-
pahtuma. Tutkimusaihe on erds hydrologian yleisimmistd ja
keskeisimmistd. Siiti saatavat tulokset luovat pohjan sekd
fysikaalisesti perustelluille sadanta-valuntamalleille
(esim. Abbott ja Cunge, 1982; Vakkilainen ja Karvonen,

1982a ja b) ettd kastelu- ja kuivatustoimenpiteiden suunnit-
telulle. Matemaattiset mallit, jotka kuvaavat liukoisten
aineiden (esim. suola, typpi, fosfori) kulkeutumista maape-
ridssi edellyttidvidt, ettd vedelld kylldstymdttdmdn maaperdn

virtauskentti tunnetaan (esim. Pickens & al., 1979 ja 1980).

Veden vertikaalisuuntaista virtausta kuvaava Richardsin yh-
t418 on epidlineaarinen toisen kertaluvun differentiaaliyh-
td16, jolle ei ole toistaiseksi ldydetty analyyttistd rat-
kaisua. Kiytdnndn ongelmissa yhtdld ratkaistaan approksi-

matiivisesti jollakin numeerisella menetelmdllad.

Differenssimenetelmiin perustuvan ratkaisun ovat esittdneet
mm. Niman & Hanks (1973a ja b), Feddes & al. (1974, 1976,
1978), Belmans & al. (1981), Vakkilainen (1981 ja 1982) ja
Vakkilainen ja Karvonen (1982 a ja b). Elementtimenetelmda
ovat puolestaan k#yttdneet mm. Feddes & al. (1976), Neuman
(1973) , Neuman & al. (1975a ja b), Zaradny ja Feddes (1979)
ja Rasmuson (1978). Differenssimenetelmdn perusteita ja
sovellutuksia on esitellyt mm. Remson & al. (1971). Element-

timenetelmidn perusideat on esittdnyt mm. Pinder (1977).

Tdssd tydssd Richardsin yht&dld on ratkaistu sekd differenssi-
etti elementtimenetelmdllid. Molemmissa menetelmissd on mah-
dollista kdyttdd tdysin eksplisiittistd, tdysin implisiittista
tai Crank-Nicolson approksimaatiota. Yl&dpuolisena reunaehto-
na annetaan sadannan intensiteetti, jonka mallit jakavat
infiltraatioksi ja pintavalunnaksi. Alapuoclisena reunaehtona
annetaan joko pohjavedenpinnan korkeus tai systeemiin pohjan
kautta tulevé/poistﬁ&éﬂ%ééiﬁéaré. .Jélkimﬁéisé;sé.tapaukseéég_“

pohjavedenpinnan korkeus lasketaan. o )






1. MAAVEDEN VIRTAUS

Maassa oleva vesi liikkuu korkeammalta energiatasolta aiem-
malle. Maaveden omaama energiatila muodostuu matrik-, pai-
novoima-, osmoottisen, pneumaattisen ym. potentiaalien

summana. Yleensi matrik- ja painovoimapotentiaali ovat suu-
ruudeltaan siinid misrin omaa luokkaansa, ettd muut potenti-
aaleista voidaan jittdi huomioonottamatta, jolloin tarkaste-

lun pohjaksi jd4& ns. hydraulinen korkeus H:

H=U)—¢g (1)
jossa
= hydraulinen korkeus (cm)
Y = matrikpotentiaali (cm)
Y = painovoimapotentiaali (cm)

Matrikpotentiaalin ja vesipitoisuuden v&lilld vallitsee maa-
lajista riippuva yhteys, joista on esitetty esimerkkejd ku-
vassa 1. Yhteys ei ole todellisuudessa yksikdsitteinen,
vaan maan kuivuessa (desorptio) ja kostuessa (adsorptio)
saatavat vedenpiddtyskdyrit erocavat. T&min ns. hysteresis-
ilmidn huomioonottaminen on mahdollista (esim. Pickens ja
Gillham, 1980), mutta verrattain vaikeasti toteutettavissa.
Kuten kuvan 1 kdyristd voidaan ndhdd, on matrikpotentiaalin
arvo suurin silloin, kun kosteus on maksimiarvossaan. Mitd
pienemmiksi vesipitoisuus kdy,.sitd pienemmdksi tulee my&s
matrikpotentiaalin arvo. KaytdnnOssd tdmd tarkoittaa sité,
ettd kun vesi virtaa korkeammasta energiatilasta matalampaan,

niin kosteuserot maaprofiilissa pyrkivdt tasaantumaan.

Mikili koordinaatisto asetetaan siten, ettd syvyys 2z kasvaa

maanpinnalta alaspédin, saadaan yht&ld (1) muotoon:

H=19y - 2 (2)

Richards (1931) osoitti, ettid myds kylldstymdttdmédsséd kerrok-

sessa tapahtuva virtaus noudattaa Darcyn lakia:



ar
a=xk (1 —2 =x @ (2 - ) (3)
3Z - o 7
jossa
g = veden virtausnopeus (cm/d)
K = hydraulisen johtavuuden kerroin (cm/d)

Hydraulisen johtavuuden kerroin riippuu vaan vesipitoisuudesta.
Se on suurimmillaan maan ollessa vedelld kylldstynyt ja piene-
nee voimakkaasti vesipitoisuuden alentuessa. KidytdnnSssi

tdmd tarkoittaa sitd, ettd maan ollessa vedelld kylldstynyt,
kaikki huokoset johtavat vettd. Maan kosteuspitoisuuden pie-
netessid vesi poistuu ensin suuremmista huokosista tdyttden
edelleen pienimmdt, jolloin ilman tayttémat suuremmat huokoset
eivdt johda vettd. Esimerkkejd K:n arvoista erityyppisissd

maalajeissa on esitetty kuvassa 2.

Jotta veden virtaukselle saataisiin t&dydellinen matemaattinen

kuvaus, sovelletaan jatkuvuusyhtdldad

— 90 - _939d _ g (4)
ot 92z

jossa
0 = vesipitoisuus (cm3/cm3)
= aika (d)
S = systeemiin tuleva tai siitd l&htevd vesimddra
(cm3/cm3/d)
Merkitddn
30 _4d6© v _ c (V) oY (5)
ot avy 9t ot

c ( ¥) on vedenpiddtyskdyrdn derivaatta ja siitd kdytetdéan

nimitystd differentiaalinen vesikapasiteetti.

Sijoittamalla yhtdld (5) jatkuvuusyhtdld6n saadaan:

e e (6)
3t c(y) 3z c(y)



w(m) )
- »”
maw —cm= ——= % —_— 7
—- — 1468
‘n“ (] | ] : ] ' | L v : T |- e T T Il T D laad
Y 11 | R T O S A T - T O O O T I A T A L [ EELY
H ] D T B
- o _1;5\! ! ] ! | ! I H Adserplivt bundlﬂ vatllen | ! ! | _==j ! _': :
e - - = se
Ty 1 L T T T S =TT T T i - —
o | (= T i L I . 1 1 T : : : 1 T ; e EY)
oo ‘L" ! : | ! : [ ST For vosterma ei npptngbnrt .|_‘ A
(b A v:llm ! 2
e;l Bl ] ‘='l—*—‘\. l L l ’ | !_.—__._.__—-—-—-—-——l ; ; I l l '._.‘,.2' 'i 50
ons -7  — LN — — — 1l
g&.:g { \ l\\‘ = ; i I Y T - . v T 1 ; |"_Al
: L ] i PR O . L 1 [ H 1 P =7 s il e =
o OGS e T T L O P PR T T e T p
gl i LA 0 P 0 0 0 R WL §
e -»m % _L = 3 —————— ._____._.__.—...........-.-.-.-___..._. Y}
&z‘?fﬁ ——t B I T o e e ; ——t— — s 3iaa
o m ‘ T N | P I O T 0 1414
A LIy | ] ‘J | Kopillart bundel vatten | NEEEEE
30 -w —— . - e —— 1.
o -7 = — 1428
3 I DT S e T e
wo -3 F S For vaxterna upptogport | -1{24
R [T ol
e M = 11 A1) 1120
o z — 1a
© -3 L — =
» - k = 14
ey T‘“‘ 4418
139 -4
L | .| n
08 -."Ei i .
e -e07 > .,:I.l
B R i e e e e
yocip S 1 SN At S A O NG I A - —— "_1"
' LI 00 I T O I L 5 RS CRER RSN IR IR e L)
9 2 4 6 B 0 1214 1 W 22 MMM UK M LD A2 &L 40 4B 30 32 5L 34 30 6B 42 44 66 6B JO T2 T4 76 73 00 B2 B4 6 81 7O F1 24 PO Ve JOB
’ Kosteusprasentti
Kuva 1. Esimerkkejd vedenpid&dtyskdyristd erityyppisissa
maalajeissa (Andersson ja Wiklert, 1972).
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Kuva 3. Potentiaalista haihduntaa pienentdvdn tekij&n a

riippuvuus matrikpotentiaalista.
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RKuva 2. Esimerkkejd hydraulisen johtavuuden ja matrikpoten-
tiaalin v&lisestd riippuvuudesta eri maalajeissa
(Feddes, 1979).



Kun edelleen sijoitetaan yhtdld (3) yhtdlddn (6), pidddytiin
lopulliseen yht&dl66n:

By _ 1 3 [K (¥) (i" - 1)] -5 (7)
3t cly) ez 32 e (p)

T&d1l1l6in on oletettu, ettd nielutermi s on matrikpotentiaalin
funktio.

Alkuehtona voidaan antaa:

a) yY(z,0) eli matrikpotentiaalin arvot

b) ©(z,0) eli vesipitoisuuden arvot

c) V¥(z,0) =2z - WGL’ eli profiili on tasapainotilassa
hetkelld t = 0 (WGL on pohjavedenpinnan syvyys maanpin-
nasta)

Reunaehtoina voidaan antaa joko tuntemattoman funktion arvot
(Dirichlecht - tyyppinen reunaehto) tai reunaa vastaan kohti-

suora virtaus (Neuman - tyyppinen reunaehto), eli
b (z,t) = Yy (z,%) (8)

K (V) (i‘ﬁ->=v (9)
3z

Kaavoissa (8) ja (9) wR ja V ovat ennalta mddr&dttyjd z:n ja
t:n funktioita.

Témédn julkaisun laskentamenetelmissd ylipuolinen reunaehto
on Neuman-tyyppid. Jos pohjavedenpinnan korkeus annetaan
léhtdtietona, on alapuolinen reunaehto Dirichlecht-tyyppii
(pohjavedenpinnassa Y= 0). Jos pohjavedenpinnan korkeus ha-
lutaan laskea, on alapuolisena reunaehtona annettava joko

pohjan kautta systeemiin tuleva tai siitd poistuva vesimiiri.



Nielutermin S laskenta

Kaavan (7) termi S kuvaa kasvien vedenottoa maaperédsté.

Nielutermin S oletetaan tdssd olevan matrikpotentiaalin

funktio.

s ()

E
P

o (V)

S voidaan laskea kaavan (1l0) mukaan seuraavasti:

= a(¥) s ..

_ b~y (10)
lPw_ lPL

__ "
ZR

suurin mahdollinen arvo S:lle -

potentiaalista haihduntaa pienentdvd kerroin

se matrikpotentiaalin arvo, josta alkaen todelli-
nen haihdunta on potentiaalista haihduntaa pie-
nempi (yleensid -1000< WL < =500 cm)

se matrikpotentiaalin arvo, jolla kasvi ei endd
pysty ottamaan juurillaan maasta vettd yleensd
-20 000< ww < =15 000 cm)

juuristokerroksen syvyys (yleensd voidaan olettaa,

ettd 20< z2p 2 120 cm)

potentiaalinen haihdunta (cm/d)

Paljaasta maanpinnasta tapahtuvassa haihdunnassa voidaan kdyttdid

samoja kaavoja S:n laskemiseksi. T&116in "juuristokerroksen"

syvyydeksi otetaan differenssimenetelmdssd A z ja elementti-

menetelmdssd ensimmdisen elementin pituus.



2. NUMEERINEN RATKAISU DIFFERENSSIMENETELMALLA

Maaveden virtausta kuvaavan epdlineaarisen osittaisdifferen-
tiaaliyhtidldén (7) numeerinen ratkaisu differenssimenetelmdlls
perustuu siihen, ettd tuntemattoman funktion y arvo pyritdin
maarittaméan'aarellisessé midrdssd pisteitd, joita kutsutaan
solmupisteiksi. Tarkasteltava maaprofiili jaetaan vertikaali-
suunnassa n:3d3n (tietokoneohjelmassa n = NODAL) kerrokseen,
jotka ovat kaikki A z:n paksuisia (yleensd 2< Az < 10 cm).
Sen lisdksi tarkasteltava aikavdli jaetaan At:n pituisiin
jaksoihin. Kdytdnndssd t&md tarkoittaa sitd, ettd tarkastel-
tavan z-t - alueen pddlle ajatellaan asetetuksi verkko, jonka
solmupisteissd tuntemattoman funktion arvot mddrdtddn. Las-

kenta etenee kdytdnndssd aika-askeleen kerrallaan.

Numeerista ratkaisua varten vhtdld (7) kirjoitetaan ensin

Y 1 ) S

(d; = di_7 ) ~
3¢ c (W) . i,i+l i-1,1i c (V)

—

Termi q; kuvaa virtausta solmupisteiden i ja i+l vdlilld

i+l

ja termi di-1.1 virtausta solmupisteiden i-1 ja i v&lills.
’

Yhtdldn (11l) aikaderivaatta korvataan eteenpdin otetulla

approksimaatiolla (kuva 4).

_i‘l;_ ~ <wi+l : wi} / st (12)

Alaindeksi i viittaa siis syvyyssuuntaiseen koordinaattiin
ja j aikaan. Aikatasolla j, j-1, j-2 jne. olevat muuttujan
arvot tunnetaan ja aikatasolla j+1 olevat muuttujat ovat
tuntemattomia (edetddn aika-askel kerrallaan). Yht&dldn (11)

g-termit diskretoidaan seuraavasti:

- € j+1_ i3+l 1- 5 , )
9, 1+1% K(¥p) [Z;(wi+l L >+ (A &) (vd,,- wi)] —JLs
2

V) (11)

(13)



- € j+1 _ j+1
Q1,5 ~K(p) [_EZ (it -t +
w3 )] -
2

s () - 0 (e ) o

r £ j+1 j+1 (1-¢) j j
Y2 = (viit = v7% ) 45 (¥341 + W) as

Kaavoissa (13) - (16) esiintyvd ¢ on nk. paikkaderivaatan
painotuskerroin. e:n arvo mddrdd minkd tyyppinen approksi-
maatio kulloinkin on kyseessd. Jos

a) € = 0, kyseessd on tdysin eksplisiittinen ratkaisu

b) €

c) €

0.5, kyseessd on nk. Crank-Nicolson approksimaatio

1.0, kyseessd on tdysin implisiittinen ratkaisu.

Eksplisiittinen ratkaisu on stabiili vain lyhyelld aika-aske-
leella, mikd rajoittaa ko. approksimaation k&yttdmahdolli-
suuksia siitd huolimatta, ettd se on yksinkertaisin ohjelmoida.
Tarkimmillaan ratkaisu on €:n arvolla 0.5, kun taas suurin
stabiilius saavutetaan tdysin implisiittiselld ratkaisulla
(kts. kuva 4).

Kaavassa (l11l) esiintyvdt C:n ja S:n arvot approksimoidaan kaa-

vojen (17) - (19) mukaisesti:
C(V)m C () (17)
S ()™ S(yy) (18)
Jo=cvit e a-e vl (19)
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Sijoittamalla kaavat (12) - (19) yht&lddn (11), sekd jérjes-

telemdlld termeji siten, ettd kaikki tuntemattomat funktion

arvot siiretddn vasemmalle ja tunnetut oikealle puolelle,

pdddytddn seuraavaan yhtdlddn:

i+l

j+1 j+1  _ '
+ Biw . + Ci V] = D, (20)

i-1 i i+l

A,

Kertoimet Ai’ Bi’ Ci ja Di on esitetty kaavoissa (21) -
(24) .

At K@) e
A= - —————— (21)
c,) (82)

At K(Py)e
C., = — > (22)
C(he) ( A 2)

W
1l

1-a;, - C, (23)

At 1

D, = vI +

] - (1-€) 3 o, 3\
L= v £ K (wz)[ (w v ) 1]

i c(-wt) Az Az i+l i

_K(il) l{l&‘ﬁ)

. : At S(y.)
(v = v )—1])— g
' i-1 S c(@,)

Jos tuntemattomia y:n arvoja on kaiken kaikkiaan N kappa=
letta, niin kaavaa (20) soveltamalla saadaan N-2 yhtdloda.

Tarvittavat lisdyhtdldt saadaan reunaehdoista.

Yl&8puolinen reunaehto saadaan maksimoimalla infiltraatio
kaavojen (25) - (28) mukaisesti:

U
qMAX = KS .[____§___ - 1] (25)

(24)



Kg =/ Kgpp = K(Tg) (26)
T o=epdth a1 - ey (27)
S 1 1
. MAaX
P r JOos P < q (28)
q = MAX INF
INF qa- e
INF y Jos P > q
INF
Kaavoissa
qMAX = maksimi infiltraatiokapasiteetti (cm/d)
INF
Kg = hydraulinen johtavuus maanpinnan ja solmu-
pisteen 1 v&dlillsd (cm/d)
121 = matrikpotentiaalin arvo solmupisteessd 1
KSAT = hydraulinen johtavuus, kun maa on vedelld
kylldstynyt (cm/d)
IINF = todellinen infiltraatio (cm/d)
P = sadanta (cm/d)

Ks:n arvo lasketaan siis geometrisena keskiarvona olettaen,
ettd sateella maan pinnalla on hyvin ohut kerros, joka on

vedelld kylldstynyt. Pintavalunta saadaan laskettua kaavasta
(29):

0 r jJos P < qMAx
INF
9sur (29)
LMBX oo s MRX
INF INF

Kaavan (20) kertoimet voidaan esittdd ylimm&dlle solmulle
muodossa:

A =0 (30)

C1=—= 3 (31)
Clpg) (A2
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Bl =1 - Cl (32)
j+1 At 1 N (1-€) j - 3 =3
p, = yItL 4 At K(wz)[——— (v3 7w
1 Clyg) Az Az 2_
At s(g)
TmE) T =)
S

Alapuolisena reunaehtona voidaan antaa joko pohjavedenpinnan
korkeus tai systeemiin pohjan kautta tuleva/poistuva vesi-
midri. Maaprofiili on muuten jaettu tasapaksuisiin kerroksiin
(kts. kuva 5) lukuunottamatta kahta v&littSmédsti pohjaveden
ylidpuolella olevaa solmua (kuva 6). Siind tapauksessa, ettd
pohjavedenpinta annetaan sydttStietona, alimpaan kylladsty-
mittémidn vyShykkeen solmuun N sijoitetaan VY:n arvoksi tasa-
painotila, eli wN = =-0.5 - zp. Yhtdldn (20) kertoimet

voidaan siis esittdi kaavojen (34) - (37) avulla.

A = 0 (34)

BN =1 (35)
CN =0 (36)
Dy = -0.5 - zp (37)

Kun pohjavedenpinta annetaan sydttdtietona, systeemistd pohjan
kautta kulkeva (tuleva/poistuva) vesimddri dgor lasketaan
kaavasta (38):

wj+l = wj)/ At -

dpor = | Ay * S (38)
jossa
wj.*:-l = profiilin vesim#d&r4d aika-askeleen lopussa (cm)
wj = - " - alussa (cm)
qINF = infiltraatio aika-askeleen aikana (cm/4)
S = nielutermi (todellinen haihdunta) (cm/4d)

At = aika-askeleen pituus (4)
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t A C tunnettu arvo
X tuntematon. arvo
' 1]
- |
: "
j+1 e S5 : S
- T=¢
"K_ \
At o L 4 -
'] t
e 1 e?é
J y ,-ﬂ""\ _{"\ 5 aa Y
N \uﬁ i-- N
¥
- Va i) N
, AZ
e
~
i=1 i i+l

Ruva 4. Syvyys - ja aika-askeleen diskretointi.

infiltraatio
euapftranspir-aatio
pintavalunta
—
F LT L) LEES A
i=t | solmupiste
i=2 "
=3 [ T 7] z
SR e Rt 1 R
: = I_\z
- . __* E
i=ISTHRE - -~ —dl u
. T .7 GL
N L .
a e i)
* . .
-
2 e = = =4
o . R
D - — —
Zl i=n ;
o =g e ooh javedenpinta
i=nooal | .|
S
v

Kuva 5. Maaprofiilin jakaminen kerroksiin.
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A N
N1 e AZ
4 <
A g
2
z
P 3 il
N ® n X
W >
o 5
vy Pohjavedenpinta b 4 < ;
N+1 s o -+
>
=
S o
N+2 . 0 >
- =¥
V3

Kuva 6. Pohjavedenpinnan yldpuolisen kerroksen z

- paksuuden mddritysperiaate.

Kun systeemin pohjan kautta kulkeva vesimddri dpor tunnetaan
(annetaan l&htdtietona) pohjavedenpinnan korkeus pystytdin
laskemaan. T&118in on pahjavedenpinnan yldpuolisen solmu-
pisteen N matrikpotentiaali ( ¥ :n arvo) myds laskettava.
Kirjallisuudessa pohjavedenpinnan korkeuden laskentaperiaat-
teen ovat vertikaalisen maavesivirtauksen yhteydessd esittd-
neet aikaisemmin Belmans & al. (1981) sekd vakkilainen ija
Karvonen (1982a). Td&dssd monisteessa esitettivd menetelmd on
itse asiassa molempien edelld mainituissa ldhdeviitteissi

esitettyjen menetelmien kombinaatio.

Laskentaperiaate on se, ettd tietyn aika-askeleen ajan pohja-

vedenpinta pidet&&dn mallissa vakiona. T&std aiheutuu aika-

askeleen At aikana profiilin vesitaseeseen virhe E. Virhe E

aiheutuu siitd, ettd pidédmme keinotekoisesti pohjavedenpinnan

korkeuden vakiona, vaikka sen pitdisi itse asiassa muuttua.

Tdssd oletetaan, ettd pohjavedenpinnan muutoksen aiheuttaa

kaksi toisistaan riippumatonta tekijidi:

- veden virtaus kyllédstymdttdméstd vyShykkeestd kylldsty-
neeseen vyShykkeeseen (positiivinen tai negatiivinen)

- systeemin pohjan kautta kulkeva vesimiddrid (kuva 7)

(positiivinen tai negatiivinen)
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Virhe E koostuu siis kahdesta komponentista Eg ja EB
(B viittaa systeemin pohjan kautta ja g pohjavedenpinnan
l4dpi virtaavaan vesim&&r&ddn). Virhe Eg mddritellddn kaa-

valla (39):

E_= t ; E=E_-E 3

qg on pohjavedenpinnan l&pi virtaava vesimddrd (cm/d), joka

lasketaan vesitaseen perusteella.

ag = 't - W/ sk - +8 (40)

g dINF

Komponentti Eg lasketaan kaavasta (41):

E At (41)

B ~ 9Bor
Jos virhe E on positiivinen profiilissa on liian paljon vettd
ja vesipitoisuutta Wj+l on laskettava E:n verran. Tam&d tapah-
tuu laskemalla pohjavedenpinnan korkeutta. Toisaalta, jos E

on negatiivinen, vesitase korjataan nostamalla pohjavedenpinnan
korkeutta. Periaatteessa jokaisen aika-askeleen jdlkeen voi-
taisiin pohjavedenpinnan korkeutta muuttaa vesitaseen korjaa-
miseksi. K&dytdnndssd on parempi menetelld niin, ettd laske-
taan kumuloituvaa virhettd Eoum® J°s | E

um cum
pohjavedenpintaa lasketaan/nostetaan 0.2 cm kerrallaan, niin

max . .
| >E , niin
cum

ettd kumuloituva virhe tulee tiettyd rajaa pienemmdksi, eli
IE | < goin min

cum! < Ecum Ecum = 0.03 cm ja E?iz = 0.04 cm.

Pohjavedenpinnan korkeuden laskenta etenee ohjelmassa seuraa-

vasti (esimerkkind tilanne, jolloin systeemissd liian paljon

vettd) (kts. myds kuva 7):

a) pohjavedenpinnan korkeutta lasketaan 0.2 cm

b) md&drdtdidn kylldstymidttdmén vydhykkeen solmupisteiden
mddrad N, sekd lasketaan zp:n pituus.

c) pohjavedenpinnan yldpuolisessa maassa matrikpotentiaalin
arvo pienennetddn 0.2 cm 20 cm:n matkalla (esim. jos Az
on 5 cm, niin ¥ :n arvo muutetaan nelj&dssd solmupisteessd)

d) lasketaan profiilin vesimd&drdn muutos ja lisdtddn se kumu-
loituvaan virheeseen, joka pienenee

e) jos ‘Ecum Ii_Egi;, iterointi lopetetaan. Muutoin toiste-

taan kohtia a) - d) tarvittavan monta kertaa.
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Kuva 7. Pohjavedenpinnan korkeuden laskentaperiaate.

Nyt voidaan kirjoittaa kaavan (20) mukaiset kertoimet tilan-
teesta, jossa pohjavedenpinnan korkeus lasketaan, kun pohjan
kautta systeemiin tuleva/siitd poistuva vesimd&ra dgor anne-
taan 1ldhtdtietonas

C., =0 (42)

Ay = = — (43)
Clhy) 25 Zpor

By = 1 - Ay (44)
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_y i At 1 g - (1-e) .
Py = N c(y,) 2 Fpor” KW 7
1 P BOT
3o 0,3 -1 (45)
(e~ Yyt
Zaop = 0-5 * (3, + D2) (46)

N&din kdytettdvissd on N kappaletta yht&dl6itd yhtd monen tunte-
mattoman ratkaisemiseksi. Yhtdlot voidaan kirjoittaa matriisi- .
A ]

muodossa seuraavasti:

pumms — [r— ﬂ - —
B, C, ¥y D
A, B, C v, D
Ay By Cy ¥y D, .
- . . X = (47)
Ay-1 By-1 Cn-1 -1 Dy-1
Ay - By Y Dy
b a— SR - e ]

Yht&8ldryhm&n (47) kerroinmatriisi on siis tridiagonaalinen;
ratkaisu on helppo toteuttaa nk. Thomasin algoritmilla
(Remson & al., 1971).

Yht&dl6ryhmdn (47) kerroinmatriisin elementit (alkiot) sisil-
tdvdt jo tuntemattomat funktion arvot aikatasolta j+l1. Yh-.
tdloryhm&n ratkaisu ei siis ole mahdollinen ilman iterointia.
Tdssd kdytetddn erddnlaista predictor-corrector-menetelmdd,
jossa aikatason j+1 muuttujille saadaan ensimmiinen estimaatti
lineaarisella ekstrapolaatiolla kahden edellisen aika-aske-
leen tunnettujen VY:n arvojen avulla. Vektorimuodossa sama
voidaan esittdd kaavalla (48) (yldpuolella suluissa oleva

luku ilmaisee monesko iteraatio on kyseessd) :

(1) ; 5-1 |
™t =2y - (48)
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Kaavan (48) mukaiset estimaatit sijoitetaan yhtdldryhm&&n
(47), joka ratkaistaan. N&in saadaan uudet estimaatit
tuntemattomille Y:n arvoille. Mik&li perdkkdiset estimaatit
poikkeavat toisistaan vdhemmdn kuin katkaisukriteerin Ee

verran, iterointi lopetetaan. Sama kaavana:

(k+l) - - - (k) . . . e
€y P - gy <] = 0005 [ (93T (49)

On huomattava, ettd silloin, kun €:n arvo on 0.0, predictor--
corrector-menettelyd ei voi k&dyttdd, koska aikatason j+1 muut-
tujat eivdt ole mukana yhtdldn (20) vasemman puolen kertoi-
missa. Kidytdnndssd ohjelma ei suorita iterointia, jos e:n

arvo on pienempi tai yhtdsuuri kuin 0.25.
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3. NUMEERINEN RATKAISU ELEMENTTIMENETELMALLA

Maaveden virtausta kuvaavan osittaisdifferentiaaliyht&ldn
ratkaisu elementtimenetelm&lld perustuu siihen, etti tar-
kasteltava maaprofiili jaetaan osiin, joita kutsutaan ele-
menteiksi (kuva 8). Tuntemattoman funktion arvot ratkais-
taan solmupisteissd, joiden lukumddrd on.siis yhtd suurempi
kuin elementtien mddrd. Solmupisteind toimivat elementtien
vdliset rajapinnat. Elementtimenetelm&ssi pyritddn siten
ratkaisemaan tuntemattoman funktion arvo #ddrellisessd m&i-
rdssd pisteitd: funktion arvo nididen pisteiden vidlisessi
tarkastelualueessa lasketaan paloittain jatkuvien interpo-
laatiopolynomien (t&dsséd tapauksessa l. asteen polynomi,

eli lineaarinen approksimaatio) avulla.

Ratkaistava osittaisdifferentiaaliyhtdl® (7) kirjoitetaan

differentiaalioperaattorin L( ¢ ) avulla muotoon:

L(y) =2—Z[K(w>(j—§”’; -1) ] - cow) 2—“;- (V)= 0

Tuntematonta funktiota approksimoidaan lineaarisessa muodossa

kaavan (51) avulla seuraavasti:

Vomoy o= Y, - (t)Nj(z) = Vg Nyt boN+... (51)

Kaavassa (51) Nj:t, j=1, 2,...M ovat nk. muotofunktioita
(shape function), jotka saavat kukin arvon 1 oman indeksinsi
ilmaiseman solmun kohdalla ja ovat nollasta eroavia vain

ko. solmuun liittyvien elementtien alueella (kts. kuva 9).
Oleellista on siis huomata, ettd kaavan (51) mukaisessa app-
roksimaatiossa tuntemattomina ovat matrikpotentiaalin arvot
kussakin solmupisteessd. Esim. funktion estimaatti solmupis-
teessd 2 on kaavan (51) mukaan wz, silld t&116in N, = 1 ja

2
muut muotofunktiot saavat arvon nolla.

(50)
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GL

infiltraatio
elemen=
tit evapotranspiraatio
N _
solmu- ]
s 21 pisteet plnEgvalunta
- CRTTIII T T T TR eay
i=2 — T ®_ = s ’-I - --? e —_
i=3 P — ®—- — u— ’ / s e Fa
16 - |} RLEN(3)
L] - — — — ——— _—.‘ — ——
'y - e " o - e— —— = E—— ——
L4 - = — =y =i ‘
NELKM -_T < poh javedenpinta
1=NODAL — ——l;k v “‘J‘
Kuva 8. Maaprofiilin jakaminen elementteihin.

RKuva 9.

elementti
fNjJ J+1
j=2 J=1 J+1 j+2
Lineaariset muotofunktiot viivaelementeille.
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Kun kaavan (51) mukainen approksimaatio sijoitetaan yht&lédn
(50), t&mi ei yleensid toteudu tarkasti mill&&n muuttujien
Y arvoilla, vaan yht&ldn vasen puoli saa nollasta eroavan

arvon; virheen eli jd&#nndksen (residual) R.
L(9) =R (52)

Yht&dldn (50) ratkaisemiseksi on siis tarpeen pystyd jollakin ta-
valla minimoimaan j&d&nn&s R. Valitaan painofunktiot Wy ja
lasketaan painotettujen j&d&nndsten integraali, joka merkitddn

nollaksi:

f RwidQ =0 i=1,2,...M (53)

o _
Q2 on reunaehtojen rajoittama ratkaisualue, eli tdssd tapauk-
sessa d = dz. Ko. ratkaisutavan, eli jd&nndsmenetelmdn, eri
versioita saadaan riippuen painofunktioiden valinnasta.
Tavallisimmat keinot ovat Galerkinin keino, osa-alue keino,
pienimmin neli®dn keino tai kollokaatio. Tdssd julkaisussa

ratkaisumenetelmidksi on valittu Galerkinin keino.

Galerkinin menetelmdssi painofunktioiksi valitaan muotofunktiot.

Painotettu ji&nnds voidaan esitt83 siis muodossa:
fLncd )N.de =0 i=1...M (54)
Q

Sijoittamalla (50) yhtdlddn (54) saadaan:

£ [0 (B )] -eth 3000

Q

Nidz =0 i=1,2,...M (55)

Soveltamalla tulon integroimis- ja derivoimissddnt6jd kaavan
(56) muodossa ja kdyttam&llid ko. kaavaa yhtdldn (55) haka-
suluissa olevaan termiin (vastaavuudet on esitetty yhtdldissd

(57)) pdédstdan kaavaan (58):

Suv’ = Juv - [ vu’ (56)
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>

u Ni
(57)
v;K({P\) (MJ = l>
02

R ~ an, R R
f{[K(w) <—5lﬂ’— :1)] —— + S(y)N+C(¥)
Q 3z dz
oy _ .
= Ni} dz = (VN) i=1,2...M (58)

V on yht&dldssd (9) esitetty ratkaisualueen reunaa vastaan
kohtisuora virtaus (Neuman - .tyyppinen reunaehto). Sijoit-~

tamalla approksimaatio (51) kaavaan (58) saadaan:

: dNA dN.,
s {[Z <5 Y. —L> —5] = + SN,
QrLg ! I az dz 1
o, AU } dz = (V) (59)

ot

Yhtildn (59) aikaderivaatat mddritelldin koko virtausalueen
painotettuina keskiarvoina (Neuman, 1973; Neuman & al., 1975;
Rasmuson, 1978; Pickens & al., 1978):

;oen, 2 gz = <_ay> [CN . dz | (60)
Q— 1 3t at 1 - 1

Sen lis&dksi kaavassa (59) esiintyvit C:n, K:n ja S:n arvot
approksimoidaan samojen muotofunktioiden avulla kuin tunte-
mattoman funktion arvot:

N
I KN (61)
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N

S = 1I SlNl (62)
1.=1 '
N :

cC= I CINr (63)
=1

Sijoittamalla (60) - (63) kaavaan (59) saadaan:
dN. dNi
s {[z(z &N b —) - D) |
Q2 3\ Jaz I dz

Y (S, N,)N. + & (C N N.‘ﬂ“—>}d
+|(I|)l|(l|)l‘<at'i 2

= (VN). (64)

Alkuperdisessd Galerkinin keinossa muotofunktiot oli mddritelty
koko ratkaisualueessa. Mydhemmin havaittiin, ettd on yksin-
kertaisempaa mddritelld muotofunktiot paloittain jatkuvina

ja siten, ettd ne ovat nollasta poikkeavia vain tietyssa
osa-alueessa (elementissd). Toisin sanoen siirrytddn nk.
globaalisesta koordinaattisysteemistd lokaaliseen (paikalli-
seen, elementtikohtaiseen) systeemiin. Kun ollaan tietyn
elementin e alueella, on approksimaatio (51) esitettdvissa
paljon yksinkertaisemmassa muodossa:

e

Vo o= T weN j=1l,...M (65)

jossa

e . . . S ue
M- = elementin solmupisteiden maara

=z
PO
i

lokaalinen muotofunktio (md&ritelty vain elementin
e alueella)

Tissd julkaisussa tarkastellaan viivaelementtejd, jolloin
kussakin elementissd on solmupisteitd 2, ja approksimaatio

on muotoa:

2
= T w.]_\]'=w N~ + weNe_ (66)
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Lokaalisten muotofunktioiden kuvaajat on esitetty kuvassa

10 ja niiden yht&dldt ovat (67) ja (68).
— 2 1

N N

P—l
@
+ s N

Kuva 10. Viivaelementin muotofunktioiden kuvaajat.

N, = j= =2 (67)

N, = —=2 (68)

L€ on elementin pituus. Muotofunktiociden merkitystd voidaan
havainnollistaa laskemalla kaavalla (66) matrikpotentiaalin

arvot elementin e reunoilla ja keskipisteessd:

€ (z=0) =9 . 1+ p€ . 0= y°©
1 2 1
vE(z=2a) =9 - 2 4y L L =F (e e
2 1 2 5 2 2 1 2
pS(z=a) =y - 0 + v 1=y
1 2 2

Koska integroituville funktioille p&dtee (69)

Sy de =1, () aq (69)
& Q
ndhdddn helposti, ettd elementtimenetelmidprosessissa voidaan
tarkastella erikseen kutakin elementtid, ja systeemin kdyttdy-
tymistd kuvaavat yhtildt saadaan yksinkertaisesti laskemalla

vhteen eri elementtien termit.

Kaavan (64) esittdmd integraali saadaan siis laskettua element-
tien integraaleista. Ts. integrointi kunkin elementin alueen
Q€ yli voidaan suorittaa tdysin riippumatta muista elementeisti.

Kaava (64) voidaan siis muuttaa muotoon:
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ans

E
R H R
e=1-cellj \!I j dz (.

+ s NN® + 1 (c® x®) x° ,(;@Q—) }dz
! i 1 I i st /i

= (vN) € (70)
i

jossa

E = elementtien kokonaism&&ra

Kaava (70) voidaan edelleen kirjoittaa elementtikohtaisesti

muotoon (jdrjestelemdlld termejd ja suorittamalla integroinnit):

218y} + EB]e{ —3L}e = €1 + 0% + (01° (71)
ot .

[A]e ja [B]e ovat viivaelementtien tapauksessa 2x2 matriiseja,

{w}e ’ {—%%—} e ’ {C}e ’ {D}e' ja {D}e~ 2x1 pystyvektoreita.

Kerroinmatriisi [ A ]e:n alkiot ovat seuraavat:

dn® an®

e - z e.e J i
A, . : KN —_— d
[ 2451 Jﬂe[J <Z|< | |> i 4z |-

e e
_:/ SZ [‘KeNe e.e EEi_ dNi
= . ( + K°N ) dz
Qe 83 11 2 2/ dz  dz
e e )
} (K] + K3) 1 . 1 11) t12)
2 LE -1 1

Esimerkiksi alkio Alle integroidaan seuraavalla tavalla:

Ae / (KeNe + Ke e>' 1 1 1
11 e 11 2 2 dz dz dz
Q

an® an< an®€
dz

]
|
(o
(O} I
S—
|
o
[ON Ll
W=y
o T
[0}
P—
=
= O
TN
|_l
|
"ol
DinN
N———
+
=~
N
[ f ]
()
—
[ol)
N

Il
(=
|+
%)
O\
/\
=
= 0
N
|
=
o
8]
[ B
| N
+
=
SN ()]
N
]
i



Vektori {w}e sisdltdd tuntemattomat matrikpotentiaalin arvot.
e :
wr e (73)
e

Y

Kerroinmatriisi [B]e on kaavan (60) soveltamisen ansiosta

diagonaalimatriisi:

[B,. 15 = / (§(c,eNf) N® ) az
1

1]
o€

= f c®n® + c%n® )N® az
J. 11 22 i
Q

f (cNN® + cONONS) daz
11 4 2 2 i

Qe

e e
2CT + C 0
" —%e L < 1 2 > (74)

0 c® + 2¢®

. . . , e ;
Esimerkiksi alkio B saadaan seuraavasti:

11
B® =./ (c®NeNC + NN dz
11 11 221
e
b4 e Z V4

= c® l-—)(l——)+c—(1— )]dz

Q [ L€ 2 . 1
e
2 3 2 3

B // cC (z - Ze i Ze 7t c( Ze - ze )I

0 1 L 3(L7) 2 2L 3(L7)

= 1% (2c® + c®)
6 12
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e
Vektorin {C} alkiot ovat seuraavat:

dN‘;‘
{C} / (K Ny ) : ]dz
dz
o o e ans
=/ (KSN KEN® — ) ]dz
1 l dz 2 2 dz
e e
Ki + K -1
-1 2 ( > (75)
2 1
Esimerkkind lasketaan Cle :
an an®
ce=[ kSNe —1 4+ kN l—)dz
1 e 1 I dz 2 2 dz
Q
= ¢ [g®N® (- i ) + KN (——i‘——)]dz
al11 L 2 2 L

I
T
o |-
=y
=
o
N
!
N
iy
[\
+
=
N
N
N
L

e e
_ ( Kl + K, )
2
Vektorin {D }% alkiot on esitetty kaavassa (76):

e _ _| eye e
{D}~ = f [% (SINl)Ni] dz

-e

-[ (s®n®n® + sSn®N°) daz
e 11 i 1 2 i

Q
2se + se
' WL Le< 1 2) (76)
6 s® 4+ 28



- 29 =

Vektori {Q}e poikkeaa nollasta vain niissd solmupisteisss,
joissa reunaehto on Neuman - tyyppinen (m&&ritellddn systee-
miin tuleva/siitd poistuva virtaus). Kéiyténnijsséi{-Q}e voi
poiketa nollasta vain ylimmdssd ja alimmassa solmupisteessd

(t&m&n monisteen tapauksessa).

Summaamalla eri elementtien integraalit p&d&adytd&n lopulliseen

yht&ldryhmddn, joka on esitetty kaavassa (77):

[A1{y} + [B] (—il )= {c} + {D} + {Q} (77a)
t

E e

[A]l = I [A] (77b)
e=1
B

(B] = ¢ [BI° (77¢)
e =1
E e :

{c} = = {c} (774)
e=1
BE

{(p} = © (D} (77e)
e =1

Yhtdl6ryhmien (77a) matriisien dimensio on MxM ja vektorien

dimensio Mxl, missd M on solmupisteiden kokonaismddrd.

Aikadiskretointi tapahtuu eteeenpdin otetulla approksimaatiolla:

J+l _ 3
{y}

{20} o o) (78)

dt At

Kerroinmatriisien ja tunnettujen vektorien arvot lasketaan
kaavassa (77) aikavdlin (j, j+1) puolivdlissd, eli pisteessd
j+1/2. Sijoittamalla lisdksi (78) kaavaan (77a) pddstddn
seuraavaan yhtdlédn (ottamalla vield mukaan nk. painotusker-
toimen &, jonka merkitys on tdsmédlleen sama kuin differenssi-

menetelmédn yhteydessdkin) :
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[N

1
j+ j+2.

j+1 3|
[al e{y} + (l-¢) {y¢} ] + [B]

N
(T

. . 1
j+1 3 . .
: _ j+2 J+
({y} Wl _ (e
At

i+
+ {D} + {Q} (79)

Yhtild (79) voidaan edelleen ratkaista tuntemattomien suhteen,
jolloin pd&stdidn lopulliseen, ratkaistavaan yhtdlddn:
1

1 = - 17
342 3+2 ) j+1 I j+2
<€[A] B ey T Bl _ (1-e)1a)
At At

(ST

(T
N

1
j+2

v 5
+ {0} (80)

J J )+
{v} + {c}

j
+ {D}

On huomattava, ettd elementtimenetelmdn tapauksessa kertoi-
mella € on differenssimenetelmdstd poikkeava merkitys siind,
ettd kertoimet lasketaan joka tapauksessa vdlin puolivdlin
arvoilla (kaava (79)) olipa e:n arvo mik& tahansa. Ei siis
ole suositeltavaa kdyttdd e€:1la 0.5:std poikkeavaa arvoa kuin
erityistapauksissa (Neuman & al., 1975), jolloin on kdytettdvad

e:n arvoa yksi, jottei yht&ldistd tulisi elliptisid.

Kuten differenssimenetelmdssdkin, on yhtdldn (80) ratkaisu
etsittdvd iteroimalla kdyttden ensimmdisend approksimaationa
kaavalla (48) laskettua ekstrapolaatiota. Katkaisukriteerin

arvo on niinik8&n sama, eli yht&ldn (49) mukainen.

Sekd nielutermin S, ettd pohjavedenpinnan korkeuden laskenta-
menetelmdt ovat tdysin vastaavat kuin luvussa 2. MyOs reuna-
ehtojen mddrittely (maksimi-infiltraatiokapasiteetti ja ala-
puolisen reunaehdon laatu) ovat tdysin analogiset differens-
simenetelmdn kanssa. Nielutermin S oletetaan vaikuttavan

solmupisteeseen ISINKZ saakka.
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4. MENETELMIEN VERTAILUA JA TULOKSIA
4.1 Mallien verifiointi

Ennenkuin maankosteusmalleja voidaan soveltaa kdytadntddn, on
pystyttdvd osoittamaan, ettd ko. osittaisdifferentiaaliyht&dlén
numeerinen ratkaisu approksimoi yht&1ldn (7) kdyttdytymistd
riittdvédn hyvin. Koska yhtdl&lle ei tunneta analyyttistd rat-

kaisua, on verifiointi toteutettava muilla keinoin.

Vilttimdtdn - mutta ei riitt&d&va - ehto on, ettd kun:

- profiili on alkutilanteessa tasapainossa

- pohjavedenpinta pysyy vakiona

- sadanta ja potentiaalinen haihdunta on nolla,

profiilin on laskennan ajan my8s pysyttdvd tasapainossa.

Tamd testi paljastaa ldhinnd yht&dldn (20) kertoimien Ai,

Bi’ Ci ja Di johtamisessa syntyneet virheet, sekd tietyt
ohjelmointivirheet (em..kertoimien ohjelmointi, taulukkohaku,

kerroinmatriisin ratkaiseminen).

Maankosteusmallien verifiointiajona k&dytettiin seuraavaa tilan-

netta:

- profiili on alkutilanteessa tasapainossa

- pohjavedenpinta on laskennan alkuhetkelld 60 cm:n syvyydella
(maan pinnalla matrikpotentiaalin arvo on siis - 60 cm)

- pohjavedenpinnan korkeus lasketaan olettaen, ettd pohjan
kautta tuleva vesimddrda on koko ajan nolla

- yl&puolisena reunaehtona (kts. kuva 1l1l) on viiden ensimmdisen
vuorokauden ajan 5 mm potentiaalinen haihdunta, viiden seu-
raavan vuorokauden ajan 5 mm:n sadanta ja viimeiset viisi
vuorokautta siten, ettid Ep =P =0

- haihdunta pysyy koko ajan potentiaalisella tasolla, eli koko
laskentajakson aikana profiilin tulee ja profiilista poistuu

sama mddrd vettd

Ehdot sille, ettd mallit laskevat oikein ovat seuraavat:
- profiilin on oltava tasapainossa laskentajakson lopussa,
koska systeemiin tuleva ja siitd poistuva vesimddrd ovat

vht&suuret
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- profiilin vesim#d&drd alkutilanteessa = vesimddrid loppu-
tilanteessa - pohjavedenpinnan laskennassa sallittava virhe
(korkeintaan 0.04 cm, kts. luku 2, pohjavedenpinnan lasken-
ta ja termi Ecum)

- pohjavedenpinta laskentajakson lopussa oltava ldhes sama
kuin alkutilanteessa, eli 60 cm maanpinnasta (tarkalleen
samaan korkeuteen ei voida pd&std johtuen edelld mainitusta
laskennassa sallittavasta maksimivirheesta Eﬁiﬁl)

Laskennassa kidytetyt vedenpid&dtyskéyrédt ja hydrauliset johta-

vuuden ovat samat kuin mitd Vakkilainen (1981) on kdyttényt.

Kuvassa 12 on esitetty differenssi- ja elementtimenetelmilld
lasketut pohjavedenpinnan korkeudet. Elementtimenetelmdlld
pohjavedenpinta asettuu korkeuteen 60.6 cm ja differenssime-
netelmilli korkeuteen 62.9 cm. Elementtimenetelmdlld saavu-
tettava parempi tulos perustuu siihen helppouteen, jolla ala-
puolinen reunaehto voidaan kdsitelld. Molemmilla menetelmilla
saavutetaan tasapainotila profiilissa. Maan pinnalla matrikpo-
tentiaali on elementtimenetelméllé laskettuna -60.6 cm ja
differenssimenetelmdlld -60.5 cm. Kosteusprofiiliin jd&ava
virhe differenssimenetelmissi on -0.026 cm ja elementtimene-
telmissi -0.036 cm. Vaikka differenssimenetelméssd kumuloi-
tuva virhe on pienempi, on pohjavedenpinta 2.9 cm syvemmdllad
kuin oikea arvo johtuen pohjavedenpinnan yldpuolisen solmu-

pisteen kdsittelyssd aiheutuvista epdtarkkuuksista.

Jos elementtimenetelméssd profiiliin j&&vd virhe tasoitetaan
matrikpotentiaalin arvoiksi, nousee koko tasapainotilassa
olevan profiilin y 0.6 cm, jolloin maanpinnan matrikpotenti-
aalin arvoksi tulisi -60.0 cm ja pohjavedenpinta nousisi vas-
taavasti 0.6 cm, eli tarkalleen samaan kuin alkutilanteessa-
kin. Elementtimenetelmi antaa t#ssi nimenomaisessa tapauk-
sessa siis tdysin tarkan tuloksen. Differenssimenetelmédssa
profiiliin j&&dv&n kosteusvirheen huomioiminen nostaa pohja-
vedenpinnan korkeuteen 62.5 cm, eli differenssimenetelmdlla
ei pidstd yhtid suureen tarkkuuteen kuin elementtimenetelmdlld.
Merkittdvii on, ettid esim. viiden vuorokauden jdlkeen profii-
lin matrikpotentiaalin arvot ovat samat lukuunottamatta kahta

vilittdmisti pohjavedenpinnan yldpuolella olevaa solmupistettd.



s T p-c :
p S / e /
i (mm/d) '//2/, // ;ﬁ‘//’,
0 e S o _'/.ZZL/.{/
/S S
////’ / /
LSS
] { { { l . | 1 | 1 l | 1 .1 l
0 ; 5 10 N 15
2 Aikea (d)

Kuva ll. Yl&dpuolinen reunaehto maankosteusmallien veri-

fiointiajoissa.
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Kuva 12. Pohjavedenpinnan korkeuden (syvyys maanpinnalta)
kdyttdytyminen (laskettu arvo) maankosteusmallien

verifiointiajoissa.
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Molempien menetelmien voi katsoa antavan riittdvdn tarkan

tuloksen, kun pohjavedenpinnan korkeuden vaihtelu annetaan
l3htStietona (t&118in ollaan kiinnostuneita vain profiilin
matrikpotentiaalien ja kosteuspitoisuuksien arvoista).

Sen sijaan, jos halutaan laskea pohjavedenpinnan korkeus,

on elementtimenetelmdn kdyttd suositeltavampi vaihtoehto.
4.2 Aika-askeleen ja e:n valinta differenssimenetelmdlld

Differenssimenetelmissi annetaan ldhtdtietona kerroin g,
joka ratkaisee mink&d tyyppinen approksimaatio osittaisdiffe-

rentiaaliyhtdlén termeille valitaan.

ge:n arvolla 0.0 saadaan tdysin eksplisiittinen ratkaisu.
Kdytdnndssd tdmi tarkoittaa sité, ettd aikaderivaattg approk-
simoidaan yht#ld1lld (12), josta saadaan tuntematon wi+l.

Sen sijaan osittaisderivaatat syvyyden suhteen korvataan esti-
maateilla, jotka eivdt sisdlld lainkaan tuntemattomia matrik-
potentiaalin arvoja aikatasolta j+1. T&std seuraa, ettd kun
laskenta l&htee etenemddn ylimm&std solmupisteestd alkaen,
voidaan solmupisteen 1 tuntematon matrikpotentiaalin arvo
laskea "eksplisiittisesti", eli yksikdsitteisesti tunnettujen
termien avulla. Sen jdlkeen edetddn solmupisteeseen 2, jonka
Y:n arvo voidaan ratkaista, jne. Kun kaikkien solmupisteiden
matrikpotentiaalin arvot aikatasolta j+1 tunnetaan, voidaan
siirtyd seuraavaan aika-askeleeseen.

Kun e€:n arvo poikkeaa nollasta, ei tuntemattomia y:n arvoja
pystytd endd ratkaisemaan yksikdsitteisesti tunnettujen ter-
mien arvulla, silld t&d116in kertoimet X, S ja C sisdltavat
tuntemattomien arvoja aika-tasolta j+1 (kaavat (13) - (16)).
Ongelma ratkaistaan siten, ettd kaikille profiilin solmupis-
teille kirjoitetaan vastaavat yhtdldt (kaava (20)), jotka
sitten ratkaistaan samanaikaisesti luvun 2 lopussa esitetylld
iteratiivisella menetelmdlld. Kun c:n arvo on 0.5 puhutaan
nk. Crank-Nicolson approksimaatiosta. Jos taas € = 1.0, on

kyseessd tdysin implisiittinen ratkaisu.



- 35 -

Stabiilisuusongelman kannalta e:n arvon ollessa > 0.5, on
ratkaisu stabiili aika-askeleen pituudesta riippgmatta.
Kiytettivin aika-askeleen pituus voidaan valita riittdvén
lyhyeksi, jotta tarkkuus ei kdrsi. Sen sijaan eksplisiit-
tisessi menetelmissid on stabiilisuusndkdkohta otettava aina
huomioon. Ep&stabiilisuus aiheutuu siitd, ettd tuntemattomien
yhtdldiden kertoimet eivdt sis#élld informaatiota siitd, mihin
suuntaan ratkaisu on menossa. Mik#li reunaehdot vaihtuvat
nopeasti, voi tdstd olla seurauksena se, ettd aika-askeleen
ollessa riittivin pitkd, tulee joku solmupiste vedelld kyllds-
tyneeksi (sen matrikpotentiaalin arvo on suurempi kuin nolla).
Tistd puolestaan aiheutuu se, ettd seuraavalla aika-askeleella
esim. hydraulisen johtavuuden kerroin saa epimielekkditd arvoja
mySs ko. pisteen yld- ja alapuolisessa solmupisteessd. HEirid
l1ihtee siten etenem#in ja hallitsee lopulta koko ratkaisua.
Espistabiilissa ratkaisussa on tyypillista, ettd joka toinen
matrikpotentiaalin arvo on erittdin pieni, ja joka toinen -
erittdin suuri. Epdstabiilisuus voidaan vilttdd eksplisiitti-
sessi ratkaisussa kdyttdm&llid tarpeeksi lyhyttd aika-askelta.
Aika~askeleen pituuden valinta voidaan suorittaa esim. kokei-
lemalla.

Seuraavassa on esitetty esimerkki laskentatilanteesta, jossa:

- pohjavedenpinta nousee vuorokauden aikana 95 cm:std

60 cm:iin sadannan ollessa 20 mm ja potentiaalisen haihdunnan
5 mm

- profiili on tasapainossa ldhtotilanteessa.

Kuvassa 13 on esitetty maksivirhe profiilin |¢|:n arvoissa
olettaen, ettid e:n arvolla 0.5 ja aika-askeleen arvolla 1 h
saadaan "tarkka ratkaisu".

c:n arvolla 0.5 saadaan aika-askeleen pituudella 3 h vield
erittdin hyvii tuloksia, ja At:n arvo 6 h antaa varsin tyy-
dyttidvin tulokset (maksimivirheet 0.25 ja 2.5 %).

e:n arvolla 1.0 on maksimivirhe aika-askeleella 1 h 0.25 %,
aika-askeleella 3 h 1.5 % ja At:n arvolla 6 h 5.4 %. Sekd
Crank-Nicolsonilla, ettd t#ysin implisiittiselld ratkaisulla
antaa aika-askel 12 h kutakuinkin saman maksimivirheen (10 %).
Sen sijaan eksplisiittinen ratkaisu on stabiili vasta, kun

aika-askel on lyhyempi kuin .33 h (20 min). e:n arvolla
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maksimivirhe profiilin

\P-arvoissa (%)
10,08
1.0 e= 0.0
0.1k o
| T >

Aika~-askel (h)

Kuva 13. Maksimivirhe profiilin matrikpotentiaalin arvoissa

eri aika-askeleilla ja e€:n arvoilla.

0.5 pddstddn samaan tarkkuuteen 10 - 15 kertaa pidemmdllsd
aika-askeleella (tdssd tapauksessa) kuin eksplisiittiselld
approksimaatiolla. Eksplisiittinen ratkaisu n&yttdisi anta-
van varsin tarkkoja tuloksia (maksimivirhe 0.6 %) kunhan

stabiilisuus sdilyy.
4.3 Aikaderivaatan approksimointi elementtimenetelmdssd
Elementtimenetelmdssd aikaderivaatta korvattiin Neumanin

(1973) suosittamalla tavalla (kaava (60)). T&dssd olisi mah-

dollista k&dyttdd aikaderivaatan korvaamisessa standardimenet-

telyd:
gl av.
[ cw) ¥ N, dz = fcz (N, —I) N.dz (81)
Q 7t T g3 I at *

Siirryttdessd lokaaliseen koordinaatistoon ja korvattaessa

C kaavalla (63) voidaan kirjoittaa:
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av.
/ s N N5 oz s —) az
o ! ' 5 3 ac
Q
= / (ci N§~+ cg Ng)Nf (Ni 1 4 Ng. 2 az
Qe dt dt
B
dy
_{ e..e e e e e e e L
—-/ (C{ Ny Nj N + C, Nj Ny N.J +
e dt
e
ay
e e _.e .e e e ..e 2 .
(cl‘Nl N, Ny + C, N, N, N;) ry :Idz
e e e e Le
_ e <3cl 585 cy + C, > (dwl/dt> (82)
12 cf + c§ ci + 3c§ dwg/dt

Siten kaavan (71) kerroinmatriisi [B]e saa muodon:

e e e e
[Bij]e AN <321 + ci Ci_+ C2e> (83)
12 cT + c5 cy + 3c;

Esimerkiksi alkio Bg'z voidaan laskea seuraavasti:

e _ e . e e e e e e :
By, = fe (C;{ NJ N, N, + C, N, N, 'N;) dz
Q
Le [ e 2z Z2 e 23
= 7 cy (1 - )y - + C dz
0 L e (LS) 2 2 183
Le e Z3 Z4 e Z4
=/ Cy ) + C
. 8 3(Le)2 4(Le)3 2 4(Le)3
e e e
=2+ g = (S
12 4 12
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Kaavasta (83) nihddidn, ettd kerroinmatriisi iB1° ei ole ensi
diagonaalimatriisi, kuten Neumanin suosittelemassa menetelmissi
(kaava (74)). Esimerkkind laskettiin molempia aikaderivaatan
approksimaatiokeinoja kdyttden seuraava tilanne:

- profiili on alussa tasapainotilassa

sadanta on 13 mm

potentiaalinen haihdunta 5 mm

pohjavedenpinta pidet&dn vakiona

Sekd differenssimenetelmd, ettd elementtimenetelmd kdyttden
Neumanin ehdottamaa aikaderivaatan approksimaatiota antoivat
tarkalleen samat matrikpotentiaalin arvot koko- profiilille.

Sen sijaan kaavan (81l) mukainen aikaderivaatan estimaatti johti
siihen, ettd profiilin matrikpotentiaalin arvot poikkesivat
keskimddrin 2 % kahdella muulla menetelmdlld saaduista arvoista.
Tédmdn yhdenkin esimerkin perusteella voitaneen pddtelld, ettd
Neumanin suosittelema aikaderivaatan approksimaatio on suosi-
teltavampi, etenkin kun kerroinmatriisi [B] on diagonaalinen,
mikd s&dstdd tietokoneen muistitilaa huomattavasti (vain ldvis-

tdjdelementit sisdltdvd vektori pidetddn muistissa).

4.4 Differentiaalisen vesikapasiteetin ja hydraulisen johta-

vuuden vaikutus pohjaveden muodostumiseen

Pohjavedenpinnan vaihtelun suuruus on oleellisesti sidoksissa
maalajityyppiin. Itse asiassa hydraulisen johtavuuden arvot,
sekd pF-kdyradn muoto l&helld kyll&dstyspistettd ovat keskeisimmit
seikat, jotka m&ddrddvdt miten nopeasti muutokset reunaehdoissa
heijastuvat pohjavedenpinnan muutoksiin. Esimerkkin& laskettiin
kuvassa 14 esitetylld sadanta - potentiaalinen haihdunta - tapah-
tumalla pohjavedenpinnan korkeuden vaihtelu hiedalla (4 vaihto-
ehtoa) ja soralla. Laskennan l&ht6tilanteessa pohjavedenpinta
oli 85 cm:n syvyydelld ja profiili oli tasapainossa. Hiedalla -
kdytettiin kahta eri Ks:n (hydraulisen johtavuuden kerroin kyl-
l&dstyneessd tilassa) arvoa, sekd kahta erilaista differentiaali-
sen vesikapasiteetin arvoa (C:n arvot erilaiset vain l&dhelld
kyllastyspistettd, eli arvo CS).
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1 Hieta, KS = 17.6 cm/4d, Cs = 2.5 10-'4 cm3/cm3/cm
2 Hieta, KS 1.76 cm/4d, CS = 2.5 10-4 cm3/cm3/cm
3 Hieta, K = 17.6 cm/d, c, = 1.0 1073 cm3/cm3/cm
4 Hieta, K_ = 1.76 cm/4, c, = 1.0 1073 cm3/cm3/cm.
5 Sora, KS 1120 cm/4, CS = 0.07 cm3/cm3/cm

Kuva 14. Pohjavedenpinnan korkeuden vaihtelu hiedassa ja

sorassa. Selostus tekstissi.

Kuvan 14 mukaan pohjavedenpinnan vaihtelu on soramaalla samoilla
reunaehdoilla vain 5 cm, kun se hietamaalla ko. laskentaesimer-
kissd on v&hintddn 35 cm. T&md johtuu tietysti siitd, ettd C:n
arvo soralla on 70 - 280 kertaa suurempi kuin hiedalla. Hie-
dassa K :n arvon pienentdminen kymmenesosaan alkuperdisesti ai-
heuttaa sen, ettd pohjavedenpinnan korkeuden vaihtelu on suurin-

piirtein sama (61 ja 62 cm), mutta pinnankorkeuden kulku erilai-



- 40 -

nen. C:n arvon nelinkertaistaminen pienentdid pohjavedenpinnan
vaihtelun puoleen alkuperdisestd. ' Esimerkin tuloksilla on

kdytidnndn merkitystid ldhinnd siten, ettd mallin kalibroinnissa
pF-kd&yrdn muoto vaikuttaa pohjavedenpinnan korkeusvaihteluiden

amplitudiin jé K:n arvot ajoitukseen.
4.5 Laskentaesimerkki Otaniemen lysimetrikentdltéd

Kuvassa 15 on esitetty laskentatuloksia ajalta 20.5 - 26.6.1973.
Tuloksia on verrattu hietalysimetristd (pd&lld 25 cm humusta)
mitattuihin arvoihin. Mitattu ja laskettu pohjavedenpinnan
korkeus vastaavat tyydyttdvdlld tavalla toisiaan. 7.6 lisdt-
tiin lysimetriin 32 mm ja 6.6 6.2 mm vettd pinnan kautta.

Tdstd aiheutui nopea pohjavedenpinnan nousu (n. 35 cm). Las-
kettu pohjavedenpinta eroaa mitatusta varsinkin ajoituksen suh-
teen. Pddasiallinen syy t&hdn on hysteresis-ilmidé. Pohjaveden-
pinnan noustessa (maan kostuessa) maaprofiiliin jdd ilmaa, joka
aiheuttaa sen, ettd luonnossa pohjavedenpinta nousee nopeammin
kuin mallissa, joka ei ota hysteresis-ilmidt& huomioon. Koko-
naisuutena ottaen pohjavedenpinnan korkeuden laskentarutiini

toimii mallissa verrattain hyvin.

Mitatut ja lasketut kosteuspitoisuudet on esitetty kuvassa 1l5c.
Elementtimenetelmdlld saatuja tuloksia on verrattu my&s
Vakkilaisen (1982) eksplisiittiselld differenssimenetelm&lld
saamiin tuloksiin. Tulokset poikkeavat toisistaan pddasiassa
siitd syystd, ettd Vakkilainen antoi pohjavedenpinnan korkeuden
l5htdtietona, kun taas elementtimenetelmdssd pohjavedenpinnan
korkeus laskettiin. Toisaalta kerrostuneen maan kdsittely
elementti~ ja differenssimenetelmdssd poikkeavat jonkin verran
toisistaan. Mitattujen ja laskettujen kosteuspitoisuuksien
vastaavuutta olisi voitu edelleen parantaa kalibroimalla hydrau-

lisen johtavuuden arvoja.
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Ruva 15. Hietalysimetri, p&#lli 25 cm humusta. Jakso 20.5-20.6.73.
a) Sadanta ja potentiaalinen haihdunta

b) Mitattu ja laskettu pohjavedenpinnan korkeus.
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YHTEENVETO

Tdssd julkaisussa on esitelty sekd elementti- ettid differenssi-
menetelmdratkaisut, joilla voidaan laskea infiltraatio ja maan-
kosteusprofiili, kun sadanta ja potentiaalinen haihdunta tunne-
taan. Todellinen haihdunta lasketaan matrikpotentiaalin funk-
tiona. Maanpinta voi olla paljas tai kasvillisuuden peitossa.
Ratkaistava osittaisdifferentiaaliyhtdl®d on nk. Richardsin
yhtdld, joka on laajennus Darcy'n menetelmisti. N

Maan pinnalla annetaan reunaehtona sadanta, joka jaetaan infil-
traatioksi ja pintavalunnaksi. Infiltraatio saadaan maksimoi-
malla pinnan kautta kulkeva vesim#iri olettaen, ettid sateella
maan pinnalla on hyvin ohut kerros, joka on vedelld kyllidstynyt.
Pohjalla on mahdollisuus valita reunaehtona jokec pohjaveden-
pinnan korkeus (annetaan l&htdtietona) tai systeemiin pohjan
kautta tuleva vesimd&dri, jolloin pohjavedenpinnan korkeus las-
ketaan..; Differenssimenetelmiissid on mahdollista valita tapa,
jolla osittaisderivaatat matkan suhteen estimoidaan. Painotus-
kertoimella voidaan vertailla esimerkiksi tdysin eksplisiitti-
sen tai tdysin implisiittisen ratkaisun ja Crank-Nicolson
approksimaation antamia tuloksia keskendin. Diskretoinnin
tuloksena syntyvdt yhtdldryhm&t ratkaistaan predictor-corrector-
tyyppiselld iteratiivisella menetelmidlli.

Elementtimenetelmdd kdyttdvd ohjelma perustuu Galerkinin keinoon.
Muotofunktiot ovat lineaarisia 1. asteen polynomeja. Elementit
ovat kaksisolmuisia viivaelementteji. Elementtimenetelm&ssi
voidaan niinikd&n valita painotuskertoimen arvo, joskin suosi-
teltavinta on kdyttdd e:1la arvoa 0.5, eli Crank-Nicolson approk-
simaatiota.

Mallin verifiointiajot osoittivat, etti molemmilla menetelmilli
saadaan l&dhes sama kosteusprofiili. Sen sijaan pohjavedenpinnan
korkeuden vaihtelu on suositeltavampaa laskea elementtimenetel-.
mdlld, etenkin kun kerrostuneen profiilin kdsittely ei tuota
ongelmia.
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Aika-askeleen valinta differenssimenetelmdssd on stabiilisuuden
kannalta oleellista vain eksplisiittisess&d ratkaisussa. Impli-
siittinen ratkaisu on aina stabiili, mutta aika-askelta ei ole
syytd valita liian pitk#ksi, jottei tarkkuus kdrsi. Eksplisiit-
tinen menetelm# niyttdisi antavan varsin tarkkoja tuloksia,

kunhan stabiilisuus sdilyy.
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